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Vorwort 


Beim Studium der Fachliteratur wird der Funkamateur immer 
wieder mathematische Beziehungen finden, die auch für die 
Amateurpriixis von Bedeutung sind. Die notwendigen Rechen¬ 
operationen erfordern aber, daß Formeln umgestellt und 
Kommastellen festgelegt werden müssen. Darüber hinaus er¬ 
fordert die Lösung bestimmter Aufgaben z. B. das Rechnen 
mit Potenzen oder Wurzeln. Ixigarithinon bzw. komplexen 
Zahlen. In der Rrosehüre sind diese mathematischen Probleme 
in verständlicher Form dargestellt. Die vielen Beispiele werden 
dem Amateur helfen, die mathematischen Zusammenhänge 
besser zu verstehen und analoge Aufgaben ans seinem Bereich 
schneller zu lösen. 

Leipzig, im Dezember 1907 Otlhcrmnnn Kronjäger 


7 



1 


Potenzen und Wurzeln 


Nicht selten kommt es vor, du II iler weniger erfahrene Funk¬ 
amateur l>ei seinen Rechenoperationen Schwierigkeiten hat, 
die Kommastellen fcstzulegen. Durch Rechen verfahren mit 
Potenzen lassen sieh die genannten Schwierigkeiten leicht 
überwinden. Aus diesem Crunde sei zunächst ein Einblick in 
die Potcnzreelmung gegeben. 

1.1. Potenzen 

Hat man n Faktoren a 

a • a ... a, (1) 

so kann man derartige Produkte in kürzerer Form 

a» (2) 

schreiben. Mit CI. (2) wiirc demnach n 3. In der Potcnz- 
srlircibwrisc nennt man a die Cnindzahl oder Basis und n die 
Hochzahl oder den Exponenten. Der Wert einer Potenz hängt 
von der Crundz.ald sow ie vom Exponenten ab. ln Bild 1 ist die 
Potenz als Funktion der Cnindzahl mit verschiedenen Expo¬ 
nenten dargestellt, Tn der Technik de« Amateurs trifft man 
sehr oft für a den Wert 10 an. die sogenannte 1 Oer-Potenz. 
Nun einige allgemeine Potenzen: 

u» 1 1" I a 1 a a f ' a = z (3) 

Daraus ergibt sich: 

Jede Cnindzahl mit Null potenziert ergibt immer I. 

Eine Cnindzahl 1 mit n potenziert ergibt 1 (n zwischen 0 
und c o). 

Die mit I potenzierte Cnindzahl a ergibt n. 

Die mit unendlich potenzierte Cnindzahl ergibt z 0, 
wenn a ■ I ; z !. wenn n I: z sc. wenn a 1. 


!) 



o 



bii'J i 


Ist die Basis einer Potenz negativ, so erhiilt man ein positives 
Ergebnis, wenn ein gerader Exponent vorliegt (■/.. B. a = 2). 
Dagegen wird bei ungeraden Exponenten (z. B. n = 3) das 
Ergebnis negativ. 

1.1.1. Multiplikation von Potenzen 

llan multipliziert Potenzen mit gleicher Basis, indem man 
deren Exponenten addiert, also die Basis mit der Summe der 
Exponenten potenziert: 

a m . tt n = a m + n (4) 

Potenzen mit gleichen Exponenten, aber verschiedenen Basen 
potenziert man, indem die Basen miteinander multipliziert 
und dann mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert 
werden: 

a n • b n • c n = (a • h • e) n (5) 

Eine Potenz wird potenziert, wenn man die Basis mit dem 
Produkt der Exponenten potenziert: 

(a n ) m = a n • m (ö) 
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1.1.2. Potenzen mit negativen Exponenten 


Der Kehrwert einer Potenz mit negativem Exponenten wird 
in eine Potenz mit positivem Exponenten verwandelt: 


1 

1 


il n = 

und = a n 

(7) 

II" 

n “ 

Potenzen mit gleicher Basis, aber positiven und 

negativen 

Exponenten haben als gemeinsamen Exponenten die 

Differenz 

der Exponenten: 



a» • a 

Jl" 

- -^n - m — 

(8) 


II'« 

»Sind die KxpQucntcn mehrerer Potenzen mit gleichen Basen 

negativ, so gilt iili 

nliehes wie in (Jl. (4) und GL. (7): 


a • a » 

1 

a (m tn) - _ 

(9) 


a ra + ll 

Ferner ist: 

I 

a -nin = 


(a») m - 

(10) 

a mn 


(a ") in 

a nui 

(11) 


1.1.3. Division von Potenzen 

Potenzen mit gleieher Basis dividiert man, indem die gemein¬ 
same Basis mit der Differenz der Exponenten potenziert wird: 

a m 1 

— , wenn n m und 

a" a" 

„m 

- = n" 1 ' n , wenn m > n (12) 

a n 

Potenzen mit gleichen Exponenten, aller ungleichen Basen ab 
Quotienten werden potenziert, indem man die Potenzen ge¬ 
trennt berechnet und das Ergebnis dividiert: 



II 



1.1.4. Potenzen mit gebrochenen Exponenten 


Wurzeln kann man als Potenzen mit gebruc 
darstellen: 

betten Eponenten 

1 "■/ iS./ \ m m 


|' a = a“ | a m = \ ya 1 — a" 

(14) 

Des weiteren gilt: 


m u ui ( u 

a n • av = an v 

(15) 


Es gelten die gleichen Beziehungen wie hei Potenzen mit 
ganzen Exponenten. L)as wird deutlich, wenn man bcispiels- 
in 

weise = z setzt, 
n 


1.1.5. Binomischer Lehrsatz 

Durch Anwendung dieses Satzes ist man in der Lage, Summen 
oder Differenzen zu potenzieren. Auf eine Ahleit ung des Satzes 
nniö verzichtet werden. Will man (a i b) n potenzieren, so gilt: 

(a - 1 - b)« = V n a n k h k (llt) 

k 0 

Für den ersten Augenblick mag Gl. (Iti) etwas verwirrend aus- 
sehen. Deshalb sollen die Begriffe erläutert werden. Das 
Summenzeichen 27 heißt: Summe aller (aller Summanden). 
Der Klammerausdruck bedeutet n über k. eine abgekürzte 
Schreibweise für: 



Das Zeichen nt nennt man Fakultät, n! l-2’3...n. 
Erwähnenswert dazu ist, daß (g) I ergibt. An Hand der 
folgenden Beispiele wird die Anwendung des Satzes erklärt: 

(a + b )2 

lat k = 0 , dann wird ( 5 ) I und a 2 11 b 11 u 2 . 

also der erste Summand damit a 2 . 
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1 • 2 

Ist k 1, dann ergibt (?) , ( 2 und a- 1 b 1 - ab, 

der zweite Summand 2 ab. 

Ist k - 2. dann wird (?) = 1 und a- 2 li 2 — b 2 , 
der dritte Summand b 2 . 

Man gellt nicht weiter wie n — k: 

(n •; b) 2 — a 2 -| 2 ab -p b 2 . 

(a ) li) 3 

k (I ( 3 ) 1 n 3 0 l> n a 3 . der erste Summand a 3 ; 

k I ( 3 ) * 3 a 3 * 1 ld = a 2 b, 

1 (» — 1 )! 1 

der zweite Summand 3 a-’b; 

k 2 (:’) 3 a 3 2 b 2 = ab 3 , der dritte Summand 3 ab 2 : 

k == 3 (i|) 1 n 3 3 b 3 b 3 , der letzte Summand b 3 ; 

somit wird: 

(ft + b) 3 a 3 -f 3 a 2 b h- 3 ab 2 + b 3 . 

Ersetzt man b durch b, so erhält man aus Gl. (10) die Be¬ 
rechnung von (a b) n . Schließlich ergibt sieh (a -f b) (a b) 
=■ a 2 — b 2 . 

1.2. Wurzeln 

Das W urzelziehen ist die Umkehrung des Potenzierend. Hat 
man 

n "|'b, ( 18 ) 

so sind a der Wurzulwert, b der Uadikand und n der W urzel- 
.exponent. .Man sagt, a ist die n-te Wurzel von b. Dabei wird 
vorausgesetzt, daß b eine positive Zahl ist. Es ist schon erklärt 
worden, daß man Wurzeln als Potenzen schreiben kann. Eine 
in der Amatcurteehnik oft vorkommendo Wurzel ist die soge- 
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Itilil 2 


nannte Quadratwurzel mit n 2. Für diesen Fall schreibt 
man die 2 an der Wurzel nicht. I5ild 2 lallt erkennen, daß zu 
jedem b-Wert zwei a-Worte gehören, wenn n 2 ist (sowohl 
— a 2 wie -j- a 2 ergeben den gleichen b Wert); die Quadrat¬ 
wurzel hat also eine zweideutige Aussage. Allgemein gilt des¬ 
halb: Für gerades n ist. der Wurzelwert sowohl positiv wie 
negativ, für ungerades n hat der Wurzelwcrt das gleiche Vor¬ 
zeichen wie der Radikand. 

1.2.1. Addition und Subtraktion von Wurzeln 

Eine Addition und Subtraktion von Wurzeln ist. nur dann 
zugelassen, wenn diese gleiche Wurzelexponenten und gleiche 
Radikanden haben: 

Vb Wb = 2*1/1, 

und 

|/b — 0,5 = 0,5 (/b (10) 


1.2.2. Multiplikation und Division von Wurzeln 

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten multipliziert man, 
indem die Radikanden multipliziert werden. Aus diesem Pro¬ 
dukt ist daun die Wurzel zu ziehen: 
o . 

yd • [ e = yd • e (20) 
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Huben die Wurzeln gleiche Radikanden, aber verschiedene 
Wurzelexponenten, so gilt: 
m n m • n , 

(/ b • | b ^b ,,, + n (21) 

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten sind so zu dividieren, 
daß die Radikanden dividiert werden und aus diesem Quo¬ 
tienten die Wurzel gezogen wird: 



Sind die Radikanden der zu dividierenden Wurzeln gleich, aber 
die Wurzelexponenten sind verschieden, dann gilt: 
n 

l'h n»-n _ 

1 l/b" 1 -" (2») 

Ol , ’ 

l'h 


1.2.3. Potenzieren und Radizieren von Wurzeln 

Der Vollständigkeit halber sei nochmals erwähnt, daß 


, n t n» n 

( | bl j/b“ 


und 


V"! 



(24) 


ist (s. Abschnitt 1.1.4.). 


1.2.4. Berechnen von Wurzeln 

In der Amateurpraxis berechnet man Wurzeln meistens mit 
dem Rechenschieber. Wie noch gezeigt wird, kann man mit 
Hilfe von Logarithmen noch genauere Ergebnisse erzielen. 
.Darüber hinaus gibt cs Tabellen von Quadratzahlen und von 
deren Wurzelwerten. Der Umfang dieser Broschüre gestattet 
es nicht, das direkte Berechnen von Quadratwurzeln zu be- 
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handeln. Im folgenden Abschnitt sind N’älieningslicreehnungen 
von Wurzeln angegeben, die in vielen Füllen ein ausreichendes 
Ergebnis bringen. 


1.2.5. Näherungen 


| a ! ± I) % n 2 


für b a ; 


(25) 


| a- b- ^ 0,9(1 n 0.4 I» fiir a 

V •> 

I a 3 i b % a 4- ; 

' 3 a 3 


( 2 ( 1 ) 


|/r ± b^ 1 ;t 0,5 h ; 

1 


Ki ± b 


1 0,5 b fiir b < 0,05 . 


(27) 


Weitere Näherungen fiir 1 g> : 

c > 0 : 

(lixlHI-rSx 

(1 \) 3 5: 1 3 X 

1 

1 ± X 

1 

* 1 2 x 

(l ± x ) 3 

1 ± X 

* 1 ± 2 x 

1 x 

1 

4 1 

1 4 x 3 


( 28 ) 


1.3. Zehnerpotenzen 

Es wuidc schon darauf Idngowiosen daQ es sehr /.«rekmiiBig 
ist. wenn der Amateur bei seinen Hereohiuiiigon mit Zehner- 
Potenzen operiert. Aus diesem (irund «erden im folgenden eine 
Anzahl immer wieder verkommender l’otenzen mit ihren 
Abkürzungen angegeben. 
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Tabelle l Vorsätze zur Uilduiuj iw» Vielfachen und Teilen von 
Einheiten 


Tera 

T 

l ooo non oixiooo 

= 

IO 12 

Einheiten 

Diga 

t: 

..I >00011 


10 " 

Einheiten 

Megn 

M 

1000000 

- 

10 « 

Einheiten 

Kilo 

k 

1 000 


1 ( 1 * 

Einheiten 

Hekto 

li 

100 

= 

IO 2 

Einheiten 

Deka 

da 

10 


10 ' 

Einheiten 

Dezi 

d 

0.1 

- 

10 1 

Einheiten 

Zenti 

c 

0.01 

= 

10 -* 

Einheiten 

Milli 

nl 

0.001 

— 

10 3 

Einheiten 

Mikro 

/• 

0,000001 


10 « 

Einheiten 

N’ano 

ii 

0,000000001 

= 

10 » 

Einheiten 

Pico 

t> 

0,000000000001 

- 

10 12 

Einheiten 

Fointo 

f 

0,000000000000001 

= 

10 15 Einheiten 

Atto 

u 

0,000000000000(XX)001 

= 

lo-i« 

Einheiten 


Beispiel 1 

b 4 2b' -t :ii) > lt 1 (i - ! :i) = fiiy« 


/)< ittpiel 2 

Dazu (il. (4), 01. (5), Dl. (0). 

(2 • 2 • 2 ■ 2) (2 • 2) 2 1 ■ 2 2 2* * 2 2 n -- G4 

3* • 2 3 • <>* (3-2-<i) s (li 2 )« r.« 4,li(i • 10 1 

12 a 2 li • 5 all 2 • 21 alte 4 ■ 3 • 5 • 3 • 7 (a 4 ) b 2 c 
12,6- II) 2 a 1 b 4 c 


Beispiel .7 

Hierzu die Dl. (7) bis Dl. (12) 

1 1 

III 2 - 10 2 

10* IO 2 

10 ‘* 

10'«-10 8 1010 0 |ol 

10 « 
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10° • 1Ü' 1 -10 2 • 10 3 10 (1 + 2! U) 10 B 

10« 

/ 10 \ 10 1 
(löö) = (ioä) = (i ° 1-2 ) 10 = (io _| )*° — io 10 = jjj 10 

2 • 103 • 4 • 2.5 • 10 3 . ]0«i 2 • 4'• 2.5 |0<3-3 ' D 

_ _ ft t |/V— 4 

7 10«-9-101-10 i-4 7-9-4 10<«-i-i> 


Beispiel 1 

Hieran Gl. (13), CI. (14). 

j4 • a*/* = a>/2 . a l /2 = . u (i/2 + 1 / 2 ) n 

y2/3 . yb/6 = y(2/3 + 5/8) = yl.5 

]fx • X-l/3 = .X>/2 . X 1/2 = xO/2 1/2) X ° = 1 
(p'20)l/3 — p20/5 — p4 

(2»/* + 4>/2) (ISO* - Ol/*) = 301/2 j 8 i/ 2 + 721/s 3(51/2 

= 541/2 = (32)1/2 - (2 - 3)1/2 3 • |/<( 3 • ( t 2.45) 


Beispiel 5 

Hierau die Gl. (21) bis Gl. (23). 

J/3 • |/i • \'ö = }/3 - 4 • 5 = ± 7.73 

./ 3 /- ß / « / G 0 , 

K 100 - y 100 = | ioo®= |/joi° - [ 10 « • | ko 

3 . 

= 10 ■ 10-*/« 10 (102 40.5 



Beispiel ß 
Hierzu Gl. (25). 

|/25Ö5 = Y250ÖT 5 = 50 + ilio ^ 50,05 

,— , _ 0 

Y 426 = K420 -Mi = 20,5 -f ^ ± 20,647 
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2 . 


Logarithmen 


Mit Hilfe der Logarithmen kann man viele Probleme der 
Mathematik wesentlich leichter bewältigen. Kür den Amateur 
bedeutet das: Anwenden der Logarithmen beim Wurzelziehen, 
Potenzieren (besonders mit gebrochenen Exponenten) — unter 
Benutzung des Keehensehiebeis. Was versteht, man unter 
lngarit hm irren ? 

Logarit hm irren bedeutet, daß zu einer gegebenen Potenz c 
und ihrer Grundzahl n der Exponent b zu suchen ist. Anders 
gesagt: L)rr Logarithmus b einer Zahl e für die BasiB a ist der 
Exponent, mit dem man u potenzieren muß, um die natürliche 
Zahl e (den Numerus) zu erhalten. In eine Formel geschrieben, 
ergäbe sieh: 

b - log“e (2ß) 

Es ist in diesem Fall mir von Bedeutung, daß mit der Grund¬ 
zahl a 10. dem sogenannten Briggsehen oder dekadischen, 
und mit a = 2.718 e, dem natürlichen Logarithmus, ge¬ 
rechnet wird. Beide Systeme sind durch die folgende Bezie¬ 
hung: 

lgc = 0,4343 Ine (30) 

In r 2.302(5 lg e 

miteinander verbunden. Entsprechend der Vereinbarung 
schreibt man für den dekadischen Logarithmus „lg" und für den 
natürlichen Logarithmus „ln". Die Genauigkeit der Reeheu¬ 
ergebnisse beim Logurithmieren wird von der Stelle der Man¬ 
tisse t> beeinflußt. Die entsprechenden Logarithmentafeln 
gestatten es, b in 3, 4 nsw. Stellen abzuleacn. Wenn also beim 
dekadischen Logarithmus a 10 ist und man von der natür¬ 
lichen Zahl IO (dem Numerus) die Mantisse nennen soll, dann 
ergibt sieh gemäß Gl. (29) lg 10 - J. Demnach ist der Expo¬ 
nent 1, denn potenziert man die Basis 10 mit der Mantisse 1, 
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so erhält man die natürliche Zahl 10 ( 10 1 10 ). Dagegen 

ergibt, sieh beim natürlichen Logarithmus auch bei der Man¬ 
tisse 1 die natürliche Zahl 2,718. wenn In 2.718 I. 



Bild 3 zeigt die Funktion b lg o. Je weiter man die Ordinate 
auseinanderzieht, um so genauer läßt sich die Mantisse b fest- 
Ntellen. Mit guter Näherung ist beispielsweise für die Zahl 
2 A b 0.3. Die Stellenzahl beim l.ogarit hmus wird nicht durch 
ein Komma, sondern durch einen Funkt gekennzeichnet. Jeder 
Logarithmus setzt sieh zusammen aus der vor dem Funkt 
stehenden ganzen Zahl (der Kennziffer k) und der hinter dem 
Punkt stehenden Mantisse. Die Kennziffer des dekadisehen 
Logarithmus einer ganzen Zahl ist um I klriner als die Anzahl 
der Ziffern dieser Zahl. Beispielsweise ist die Kennziffer jeder 


Iziffrigen Zahl 0, 

2ziffrigen Zahl I, 

- 3ziffrigen Zahl 2 usw. 


Eine negative Kennziffer zeigt, an wch-her Stelle nach dem 
Komma der natürlichen Zahl die Ziffern beginnen ( I 0.1; 

2 0,01; 3 0,001 usw.). Die Mantisse gibt den Loga¬ 

rithmus des Numerus ohne Berücksichtigung des Stellenwerts 
an. Die Mantissen der Zahlen sind also gleich (z. B. von 
6,3 A 0.8 oder 03 A 0.8 usw.}. Nachstehend eine Aufstellung, 
die die vorstehende Erklärung vervollständigt. 
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Numerus 


Kennziffer 


1 

io 

1IMI 

luoo 

0,1 

0,01 

0,001 


II 

1 

2 
:i 




Kür e 5 ergibt sieli lg 5 0.7: wenn c 50, so wird lg 5(1 

1.7; für e 0.05 ist lg 0,05 0.7 2 (die Ziffer beginnt 

2 Stellen nac h dem Komma). 

Die wichtigsten Logarithmeugesetze lauten: 

— Der Digarithmus eines Produkts ist gleich der Summe der 
Logarithmen der Faktoren: 

Ig(A-B) =lgA + lgB (31) 

Der Logarithmus eines (Quotienten ist gleich der Differenz 
der Logarithmen des Dividenden und des Divisors: 

lg ^ lg A lg B (32) 

Der Ucgarith in IIS einer Potenz ist gleich dem Produkt, ge¬ 
bildet aus dem Exponenten und dem Logarithmus der 
Basis: 

lg d n - n • lg d (33) 

Der Logarithmus einer Wurzel ist. gleich dem Quotienten, 
gebildet aus dem Logarithmus des Kadikandcn und dem 
Wurzelexponenten: 

lg | d lg d (34) 

u 
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2.1. Anwendung der Logarithmentafel 

Es wurde schon darauf hingewicRen, daß die Manihoten in 
Logaritlnnentafeln angegeben werden. Je größer die Stellen¬ 
zahl der Mantissen ist. um so genauer läßt sieh der Logarith¬ 
mus eines Numerus feststellen. Beispielsweise enthält eine 
östellige Tafel den Numerus von 0 bis 1000. Da die Mantisse 
unabhängig von der Stellenzahl des Numerus ist, kann man 
aueh die Logarithmen über 1000 ermitteln (•/.. B. mit der 
öatelligen Tafel). Nähere Erläuterungen dazu findet der Leser 
in den folgenden Beispielen. Auf der linken Seite der Log¬ 
arithmentafel ist der Numerus aufgetragen. Zwisehcnworto des 
Numerus von 0 bis 9 sind aus danebenliegenden Spalten er¬ 
sichtlich. Stimmt der Zahlenwert des Numerus nicht genau mit 
dem in der Tafel überein, da die Stellenzahl der Mantissen nicht 
ausreicht, so kann man durch lineare Interpolation teilweise 
die Ungenauigkeitcn in der Angabe der Mantisse ausgleichen. 
Für die folgenden Beispiele wird eine östellige Tafel voraus¬ 
gesetzt. 

Beispiel 7 

Ermittle den Logarithmus von 935! 

Man sucht in der linken äußeren Spalte der Logarithmentafel 
zum Numerus die Mantisse, sie beträgt 0.07081. 

Gemäß den Erläuterungen ist die Kennziffer k Stellenzahl 
des Numerus —1, also in diesem Fall k 2. 

Der Logarithmus von 935 ist damit. 2.970N1. 

Beispiel H 

Welchen Wert hat der lxigarithmus de« Numerus 2.24 ? 

Da die Mantissen ohne Berücksichtigung der Stellenzahl des 
Numerus gelten, wäre es prinzipiell gleich, ob man vom 
Numerus 2,24; 22.4 oder 224 ausgeht. Es sollte jedoch die 
Tabelle der Logarithmentafel benutzt werden, die es gestattet, 
den höchsten Znhlenwert des Numerus noch ohne Berücksich¬ 
tigung seiner Stellenzahl abzulesen. Nachstehend sind die 2 
Möglichkeiten zur östelligen Logarithmentafel erläutert. 



Die Logarithmentafel läßt «len genauen Ablesewert für 2,24 
nicht zu, da es lediglich die Spalte 2,2 oder 2,3 gibt. Der Zwi¬ 
schenwerl 2,24 ist nur durch Interpolation zur Feststellung 
der Mantisse möglich. Dazu liest man die Mantisse zum 
Numerus 2. 3 A 0.30173 und 2.2 — 0.34242 ab. Die Differenz 
beider Werte ist 1931. Die Differenz 1931 dividiert man durch 
10 und multipliziert diesen Wert mit der letzten Zahl des 
Numerus (in diesem Full mit 4); 193.1 • 4 774. Addiert man 

jetzt diesen Wert zu «b'r Mantisse von 2,2. so hat man die 
gleiche von 2,24 0.34242 + 773 = 0.35015. ln einer Formel 

zuRanuncngrfußt, ergibt sich der Zahlenwert bei der Inter¬ 
polation als 


Differenz der Mantissen 
10 


p-fnche der Zahl. 


Wird aber statt 2,24 die Zahl 22,4 gewählt, so ist keine Inter¬ 
polation notwendig; man findet 0.35025. Da 2,24 unter 10 liegt, 
erhält man für die Zahl 2,24 den Numerus 0.35025. Verglichen 
mit der oben festgestellten Mantisse, ist ein geringer Unter¬ 
schied vorhanden, der aber in vielen Fällen nicht ins Gewicht 
fallen dürfte. 

Geht inan von 224 aus. so erhält man für die Mantisse eben¬ 
falls 0.35025. Das Beispiel läßt erkennen, daß die Mantisse zum 
Numerus dort aufgesucht wird, wo es die Logarithmentafel 
noch zuläßt. 


Beispiel 0 

Wie groß ist «ler Logarithmus von 15425? 

Die Logarithmentafel reicht nur bis zum Numerus 1000. Es sei 
nochmals erwähnt, daß die Mantisse unabhängig ist von der 
Stellcnznhl des Numerus. Bei 154.2 erhält man aus der Log¬ 
arithmentafel die Mantisse 0.18808. Danach wird die Mantisse 
zmn Numerus 154,3 A 0.18837 ermittelt. Nun ist die Inter¬ 
polation erforderlich. Die Differenz der Mantissen beträgt 29. 
Nach «Icr angegebenen Beziehung muß man zur Mantisse 
0.18808 2.9 -5 addieren. Die Kennziffer von 15425 ist 4. Dar¬ 
auf folgt der Logarithmus von 15425 — 4.18822. 
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Beispiel 10 

Ermittle den Logarithmus von 100:2451 

Die Tafel läßt nur den Numerus 100,2 zu. Die .Mantisse ist 
0.00087. Auch in diesem Fall müßte interpoliert werden, wobei 
man die vorletzte Zahl nach oben aufrundet, da die letzte Zahl 
eine 5 ist. Auf das Vorgehen bei der Interpolation kann jetzt 
verzichtet werden. Die Kennziffer ist 5, somit ergibt sieh der 
Logarithmus von 100245 5.00109. 


Beispiel II 

Es sind folgende Zahlen als Potenzen von 10 durzust eilen: 
3100. 9526, 7.2. 

Aus den Erklärungen ergibt sieb, daß man von den Zahlen den 
Logarithmus suchen muß. Danach ist dieser als Potenzexpo¬ 
nent zur Basis 10 anzugeben. 

Zum Aufsuchen der Mantissen wird eine östellige Ingarithmen- 
tafel verwendet. Für überschlägige Ermittlungen kann man 
auch den Rechenschieber, die Tafel im Anhang oder die Dar¬ 
stellung nach Bild 3 verwenden. 

lg 3100 ist 3.49136, also die Potenz 108 .-HH 3 #; 
lg 9526 ist 3.97891, also die Potenz 10»-»™»; 
lg 7.2 ist 0.85733, also die Potenz 1 ( pl.857S3 

Beispiel 12 

Welcher Numerus ergibt sieh aus den Potenzen KP-17712. 

I(|2.87A73. ]0O,»0tiOU | V 

Man sucht in der Tafel die Mantisse auf. Die Kennziffer gibt 
die Stellenzahl an. Für die jeweilige Potenz lautet der ent¬ 
sprechende Numerus der 

ersten Potenz: 3000. 
zweiten Potenz: 190. 
dritten Potenz: 0.8. 
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Beispiel 13 

Bestimme zu «len nachstehenden Logarithmen die Zahlen 
(Numeri): 

1 

lgh -f Iga 

Iga 4 lgh Igc; »nlgb 4 nlga; 

u 

Anwendung der Lognrithmengesetze: 
a • b 
c 

h nl ■ a." 


Beispiel 11 

Logaritlunierc folgende Ausdrücke: 



Anwendung der Logarithmengesetze: 
m (Iga lgh) 

lgh ' Iga 

II 


1 

/ 

s. \ 

/ i> 

Ml , 


lulgn 1 

IkM 

1 rlgli -t- lg«- 

I- 

in 

r / 

\ I' 

»P / 



Beispiel 15 

Löse folgende praktische Aufgaben mit Logarithmen: 

288,7 

a) - - 

25,923 ■ 8,3247 

Man sucht die Mantissen der angegebenen Zahlen und bestimmt 
die Kennziffern. Es ergibt sich dann: 

lg 288,7 = 2.45045 
lg 25,923 = 1.43385 
lg 8.3247 = 0.92037 

Nach den Rechenregeln wird 2.45045 - (1.43385 0.92037) 

= 0.09023. Die Kennziffer ist Null, also liegt die Zahl zwischen 
0 und 10. Man sucht, nun in der Tafel zu der crrechneten Man¬ 
tisse den Numerus: der beträgt 1248. Da die Kennziffer Null 
ist. ergibt sieh 1,248. 

1 

' 0,74839 • 85,184 
Die Logarithmen der Zahlen sind: 
lg 1 = 0.0 

lg 0,74839 = 0.87413 I 
lg 85,184 = 1.93087 

Deshalb wird 0.0 -(0.87413 I 1.93087) 

0.0 — 1.80500. 

Do bekanntlich k nur die .Stellenzahl angibt, midi man zur 
Lösung der Aufgabe einen .Rechenkniff" anwenden, um die 
Mantisse dieser Differenz zu ermitteln. Am Ergebnis ändert 
sich nichts, wenn man statt 0.0 den Wert. 1.00000 1 schreibt. 

Damit wird 1.00000 1 (0.80500 - 1) 0.19500 2. 

Die Mantisse 0.19500 hat den Numerus 1507. Da k 2 ist. 
erhält man als Ergebnis der Aufgabe die Zahl 0,01507. 

1.7944° 
r) 3,5327® 

lg 1,7944« 0 (0.25382) 

lg 3,5327* = 5(0.54810) 
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Damit ist 6 (0.25382) 5 (0.54810) = 0.77822 — 2. 

Zur Mantisse 0.77822 erhält man die Zahl 0001. 

Du k —2 ist. lautet das Ergebnis 0,06001. 
d) (8.1243 ■ 10-3)3 

lg 8,1243 - 0.90974, also 3 • 0.90974 = 2.72922: 
lg 10 = 1.00000, also 9 ■ 1.00000 - -9.00(HK): 
somit ist 

2.72922 -f ( 9.00000) 0.72922 7. 

Die Zahl 5302 hat die Mantisse 0.72922. Da k — 7 ist. gilt 

als Ergebnis 0,0000005362. 

9.32642 

e > 3 

|/39,75 (/1.609 

lg 9,3264 0.96970 und 2 • 0,96970 - 1.93940; 

lg 39,75 = 1.59934; 

lg 1.609 = 0.20656 und 0.5 • 0.20666 = 0.10328. 

Damit ist 1.93940 0,333 (1.59934 + 0.10328) = 1.37765. 

Zur Mantisse 0.37765 gehört die Zahl 2386. Da k 1 ist, er¬ 
hält man als Ergebnis 23.86. 

Beispiel 10 

Wie groß isl der natürliche Ixrgarithmus von 27,3? 

Der dekadische Logarithmus von 27.3 ist 1.43616. Mit Gl. (30) 
ergibt sieh: 

ln 27,3 2,3026- 1.43616 = 3.3 

Wie heißt der dekadische Logarithmus zum natürlichen Loga¬ 
rithmus 3.40120 ? 

Mit Ol. (30) errechnet man: 

0,4343'3.40120 1.47714 

Beim Aufsiiehen der Mantisse in der Tafel findet man die Zahl 
3000; weil k I, entspricht die Zahl 30 dem Ergebnis. 
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Gleichungen 


In diesem Abschnitt sind die Verfahren zur Lösung von Glci- 
chungen mit einer und zwei Unbekannten. c|uadratischen sowie 
geinischfcquodrntisehen Gleichungen beschrieben, Dabei wird 
vorausgesetzt, daß einige allgemeine Rechenoperationen (z. B. 
die Bruchreelinung) beherrscht werden. 

Was versteht, man unter einer Gleichung? 

Eine Gleichung ist ein Ausdruck, der nngibt, daß zwei Größen 
einander gleich sein sollen. Man unterteilt die Gleichungen in 
identische Gleichungen und Bestimmungsgleichungen. Bei 
identischen Gleichungen gilt: Die eine Seite ist nur die Um¬ 
formung der anderen (z. B. a u oder x (1 x = ft x). Eine 
Bestimmungsgleichnng ist nur dann erfüllt, wenn sie für einen 
Wert oder für einige besondere Werte der in ihr enthaltenen 
Größen richtig bleibt. Die in einer solchen Gleichung vor¬ 
kommenden Größen, denen man besondere Werte gehen muß, 
damit die beiden Seiten der Gleichung einander gleich sind, 
werden die /'nbfkdnntni genannt. Die Einteilung der Bestim- 
mungsgleiehungen erfolgt: 

nach der Anzahl der Unbekannten, 

nach der höchsten Potenz der Unbekannten. 

Danach gibt cs beispielsweise Gleichungen mit einer, mit zwei 
oder 11 Unbekannten und I lleicluingoii ersten, zweiten oder 
m-ten Grades. Man nennt die letztgenannten auch lineare oder 
quadratische Gleichungen. Nicht alle Aufgaben liegen sofort 
in Form einer Gleichung vor. Zur Lösung derartiger Aufgaben 
muß man einen Ansatz bilden (Textaufgaben). Damit diese 
leichter gelöst werden können, muß mau Möglichkeiten des 
Ansatzes üben. Darüber hinaus gibt es eine Anzahl von For¬ 
meln, die dem ungeübten Amateur dann .Schwierigkeiten be¬ 
reiten, wenn er nicht erkennt, w ie man mit den Formeln rechnen 
kann bzw. wie sie umzustellen sind. Die folgenden Ausführun- 



gen sollen dein Amateur helfen, sieh die rnt.sprechenden Fällig¬ 
keiten nn - /.iieignen. 

3.1. Gleichungen erstell Grades mit einer Unbekannten 

Tn der Mathematik benutzt mail die letzten Buchstaben des 
Alphabets zur Kennzeichnung von Unbekannten (x. y. z). 
Kilt hält die Gleichung nur eine Unbekannte, so w ird sie mit x 
bezeichnet. In den Beziehungen, wie sie in den Bünden 21, 
alt und t»8, Fontainam nd iimj ffh' dv.u /' un ha matt er, teil I bis 111, 
angegeben sind, ist dies« Unbekannte statt x beispielsweise K 
(der ohmsche Widerstund) oder 17 (die Spannung) usw. Die 
Lösung obengenannter Gleichung besteht, darin, daß auf der 
einen Seite (meistens die linke Seite) die Unbekannte x. auf 
der anderen Solle der t lleichung die bekannten Größen stehen. 
Kine Gleichung mit einer Unbekannten wiirez. B. 2 x r 2 4. 

Nach der Umformung ergibt sieh für x I. Die Probe fiir die 
Richtigkeit des Ergebnisses von x erfolgt durch Einsetzen des 
gefundenen Wertes fiir x. Man erhält dann eine identische 
Gleichung (denn 2 • 1 -f- 2 4). 

Nun zu den Arten und Lösungsmitteln der < üoichung mit einer 
Unbekannten. 

Ist die Unbekannte «in Summand 
.v-f a b, 

sh subtrahiert man beide Seiten der Gleichung mit 
x 4 - a — a = b a 
x = b — a 

Ist die Unbekannte ein Minw ud 

x n = b, (30) 

dann wird auf beiden Seiten der Gleichung a addiert: 

x — u ) a b r a 
x = 1» f a — a b 

Man würde mich dann das gleiche Ergebnis erhalten, wenn man 
in Gl. (35) und Gl. (30) a mit dem entsprechenden Vorzeichen 
auf die andere Seite der Gleichung gebracht hätte. 
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Ist die Unbekannte ein Subtrahend 

a x 1). (37) 

so bringt man x mit entgegengesetztem Vorzeichen auf die 
andere Seite. In gleicher Weise verfährt man mit b: 
a = x t- b und a — b = x 

Das gleiche Ergebnis läßt sicli errechnen, wenn man Gl. (37) 
auf beiden Seiten mit I multipliziert (jedes Glied mit 1 
multiplizieren): 

—a + x - —I» und x - a h 
Ist die Unbekannte ein Faktor 

a • x = b, (38) 

so werden beide Seiten der Gleichung durch a dividiert: 

ab b 

x — , also x 

a a a 

Ist die Unbekannte ein Diridend 

= b, (30) 

a 

dann sind beide Seiten der Gleichung mit a zu multiplizieren: 
X 

a • a • b 
a 

und 

x = a • b 

Besteht die Unbekannte aus einem Divisor 
a 

- = b, (40) 

x 

so werden beide Seiten der Gleichung mit x multipliziert und 
anschließend durch b dividiert: 
n 

x • = x • b 

x 

und 

n h 

- x • 
b li 

Also ist: 

a 


30 



Das gleiche Krgobnis läßt sich erreichen, wenn inan auf beiden 
Seiten den reziproken Wert einsetzf und danach mit a multi¬ 
pliziert : 

x t 
n I) 
und 

IV 

x — 

h 

Daraus ist ersichtlich, auf welcher Seite der tileiehung x steht; 
es müssen nur die Vorzeichen beachtet werden. Kommen in 
den Gleichungen keine Brücke vor und steht die Unbekannte 
nicht in einer Kltimmer, dann w erden allo bekannten Glieder auf 
die eine Seite, die die Unbekannte enthaltenen Glieder auf die 
andere Seite gebracht. Schließlich dividiert man die gesamte 
Gleichung durch den Koeffizienten der Unbekannten. 


Beispiel 
nx — bx — a 2 
x(n h) u 2 
a 2 - b 2 


b 2 

b 2 

a ; b 


5 x 


2 x 4- 31 


5x — 2 x = 31 4 27. also x = = }l 


Kommt die Unbekannte in einer Klammer vor, so sind die 
Klammern aufzulosen. Dann kann man entsprechend der 
Gl. (35) bis Gl. (40) Vorgehen. 


Beispii l 

(3 x l) (4 x l!l) 2 (2 x - 3) (3 x 14) 

12 x 2 57 x 4 \ I- 1!» 12 x 2 5(1 x 18 x -f 84 

12 x 2 12 x 2 til x + 74 x = 84 - 1!* = (15 

13 x — (55, somit x ö 



Kommt die Unbekannt« als llnu h vor, dann beseitigt man die 
Brüche, indem Glied für (illcd mit dem Ifaujitnenner multi¬ 
pliziert wird. Dann ist die Gleichung auf die voreteheiul be¬ 
schriebenen Verfahren /.nriiekgeführt. 


Beispiel 



x - 12 ^ 24 
7 

11 II 

(x - 3) - (2 x 5) - (x 3) , (5 x 17) 

2 4 5 (i 

3 (x — 3) 2 (2 x -5) li (x + 3) - 5 (5 x 17) 

it 30 

5 |3 (x — 3) 2 (2 x 5)] 0 (x 4- 3) 3 (5 x 17) 

ln x 45 - 20 x + 50 I|1 x | 103 

14 x 1)8 
x = 7 

Wurzelgle.icluingcn. mit einer Unbekannten 

Einer solchen Gleichung sieht man oft nicht sofort, an, ob es 
sieh um eine Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten 
handelt. 

Zunächst ist die Wurzel zu beseitigen. Dazu wird die <lleichung 
auf beiden .Seiten potenziert. Es entfällt damit die Wurzel. 

Beispiel 

| V=T fl X -■ I 
(|/(X a + 1I)) L> (X 1)2 

x* rf- II X 3 ; 2 X r 1 
2x 10 
x = 5 
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3.1.1. Grafische Lösung der Gleichung mil 
einer Unbekannten 

Man bringt ilio Gleichung auf die Form: 

a x -f b = 0 (41) 

Diesen Ausdruck setzt man gleich y. Die auf diese VV eise er¬ 
haltene Funkt iuiisgleichung stellt eine Gerade im kartesischen 
Koordinatensystem dar (Itild 4). Der Schnittpunkt dieser 
Geraden mit der x-Achse ist der Losungswort der gegebenen 
Gleichung. Zur Darstellung sind lediglich 2 Punkte erforder¬ 
lich (z. H. x t) und ein anderer passender Wert von x). 


y » 



Ucifij/Ul 

0 (x — 2) = 7 (x I)-22 
9 x IS 7x 7 22 

2 x .1 0 - y 

Mit Gl. (-11) erhält man für n 2 und b 9. Für x 0 ist 
y ,‘i; für x 2 ergibt sieh y I. Wenn die Werte in das 
Koordinatensystem übertragen und die Punkte verbunden 
sind, erhält man die Gerade. Der Schnittpunkt der Geraden 
mit der x-Achsr ergibt x 1.5 als Losungswert. 



3.2. Gleichungen ersten Grades 
mit zwei Unbekannten 


Hat man eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten (x, y), 
so gibt es unendlich viele Wertepaare dieser Unbekannten, die 
die Gleichung erfüllen. Um eine Eindeutigkeit zu erhallen, 
muß man soviel unabhängige Gleichungen haben, wie Unbe¬ 
kannte existieren; bei zwei Unbekanntem demnach auch zwei 
Gleichungen; 


ax + by —- Oi 
dx -j- ey = ca 


(4ia) 


Es gibt nur ein einziges Wertepaar der beiden Unbekannten, 
das beiden Gleichungen genügt. Bei der 1 Äsung solcher Auf¬ 
gaben verbindet man beide Gleichungen so miteinander, daß 
eine Unbekaunte eliminiert wird. Dann hat man eine Glei¬ 
chung mit einer Unbekannten. Nachstehend folgen einige 
Lösungs verfahren. 


3.2.1. Addition«- und Subtraktionsmelhode 

Jede Gleichung ist auf die Xormalform 

ax + by = e (42) 

zu bringen. Man betrachte nun die mit den Unbekannten ver¬ 
bundenen Faktoren. Durch geeignete .Multiplikation erreicht 
man, daß die Faktoren einer Unbekannten beider Gleichungen 
den gleichen Wert haben. Jetzt kann man, je nach Vorzeichen 
der Unbekannten, beide Gleichungen addieren oder subtra¬ 
hieren. Dadurch wird eine Unbekannte eliminiert. Die auf 
diese Weise erhaltene Gleichung mit einer Unbekannten liißt 
sich nach den Verfahren des Abschnitts 3.1. Ibsen. Ihren Wert 
setzt man in eine der Gleichungen ein und lüst naeli der ande¬ 
ren Unbekannten auf. .Somit erhalt mail die Losungsworte 
beider Unbekannten. 


Beispiel 

2 x - 3 y IS 
4 x - 12 y = 24 

34 


(«) 

('-) 



Gl. (a) wird mit. 2 multipliziert: 

4 x 0 y 30 

Gl. (b) wird von Gl. (a) subtrahiert: 

4 x — t! y = 30 
-4s - 12 y = 34 

— 0 y -f 12 y = 30 - 24 = 12 0 y = 12, also y = 2 

y ; 2 wird in Gl. (a) oder Gl. (b) eingesetzt; zum Beispiel in 
Gl. (a): 

2 x -3-2 IS und 2 x = 24. also x = 12 

Man kann auch Gl. (a) mit 4 multiplizieren und von der erhal¬ 
tenen Gleichung Gl. (b) abziehen. Es ist ersichtlich, daß sich 
bei der Subtraktion die Vorzeichen ändern: 

5 x — 12 y = 72 
4 x — 12 y = 24 

4 x 48 und x — 12 

Beispiel 

5x-f 7y = 73 

5 x — 7 y = 17 

Da in beiden Gleichungen die Faktoren bei y gleich sind, kann 
wegen der entgegengesetzten Vorzeichen sofort addiert werden. 
Die Addition ergibt 10 x 00, also x = 9. In eine der Glei¬ 
chungen wird x 0 eingesetzt. 4.7 7 v 73, daraus ergibt 

Bich 7 y - 28: y = 4. 

3.2.2. Gleichsetzungsinelbode 

Beide Gleichungen sind auf die Normalform zu bringen. Da¬ 
nach ist jede Gleichung nach einer Unbekannten aufznlösen. 
Natürlich muß es die gleiche Unbekannte sein. Dann setzt 
man beide Gleichungen gleich. 

Beispiel 

2 x 7 y = 5 
5 x 9 y — 21 
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Beide Gleichungen, nach x aufgelöst, ergeben: 

5 -f 7y 21 I 9 v 

x — x 

2 5 

5 + 7 y 21+9 y 

2 — 5 

Die Gleichung wird wechselseitig mit 2 lizw. 5 multipliziert: 
25 + 35 y 12 | 18 y Daraus ergibt sieh v I 

5 1- 7 „ 

x - - (1 

o 


3.2,3. Einsetzungsmethode 

Eine der auf die Normalform gebrachten Gleichungen wird 
nach einer Unbekannten aufgelöst. Danach ist dieser Wert 
für die gleiche Unbekannte in die andere Gleichung einzu¬ 
setzen. Man erhält somit eine Gleichung mit einer Unbekann¬ 
ten. Es Ist dann, wie beschrieben, zu verfahren. 


Beispiel 


5 x + 2 y = 58 
7 x 3 y =29 

Aus der ersten Gleichung ergibt sieh x " ' . Diesen 

iS 

Wert setzt man für x in die zweite Gleichung ein: 



o 


7(58 - 2 y) 15 y = 145, somit 29 y 201 
y = 9 

58 18 

5 


30 


0 



3.2.4. Grafische Lösung 


3x4 y = 12 

2 x 0 y — 15 

Jede der Gleichungen im Koordinatensystem ist eine Gerade. 
Man bestimmt für jede der Gleichungen die Aehsenabsehnitte. 
In der ersten Gleichung ist für y Hx 4, für x = 0 y 3. 
In der /.«eiten Gleichung ist für y Hx 7.5, für s ^ II 
y 2,5. Verbindet man die Aehsenabsehnitte der entspre¬ 
chenden Gleichungen, so erhalt man die genannten Geraden. 
Der Schnittpunkt beider Geraden ist die Lösung der Glei¬ 
chungen mit zwei Unbekannten. In Bild 5 ist. die Lösung fiir 
x - 1.2 und y 2.1 dargestellt. 



Bild j 


3.3. Gleichungen zweiten Grades 
mit einer Unbekannten 

Zunächst sei die allgemeine Form der quadratischen Gleichung 
mit einer Unbekannten angegeben: 

Ax 2 + Bx f C = 0 (43) 

Die unten angeführten Kriterien lassen erkennen, ob es sich 
um eine reinquodratisehe oder um eine gemisehtqundratiseho 
Gleichung handelt . Dividiert man Gl, (43) mit A. so ergibt sich 
B C 



od<-r, wenn B/A a, C/A li gesetzt wird, dann entsteht die 
Nonnalform 

x 2 -f- ax b = 0 (44) 

= quadratisches Glied; 
ax = lineares Glied; 
a = Koeffizient des linearen Gliedes; 
b = absolutes Glied. 

3.3.1. Die rcinquudralische Gleichung 

Ist a <>, d. li., das lineare Glied entfallt, so wird 

x 2 + b = 0 (45) 

die reinquadratische Gleichung. 

Es soll nur der Fall betrachtet werden, wenn b < 0 (negativ) 
ist, da sonst die V\ nrzeln der Gleichung imaginär sind. Luter 
der genannten Voraussetzung ergibt sich: 


Xi ,2 ■= — b 

(4ti) 

Hat man b 0, so Ist: 


x 2 -f- ax = 0 


oder x (x -+■ a) — 0 

(47) 


Bei einem Produkt mit dem Wert (l muß einer der Faktoren 
0 sein, daher ist; 

xi = 0, x« — — a 

Beispiel 

dx 2 + e =■ ex 2 d 
Bemerkung 

.Man sollte sich nicht, von fielt angegebenen Kiichstaben in der 
Gleichung irreführen lassen. Das Ziel besteht darin, die Glei¬ 
chung auf die vorhin gezeigten Formen zurüekzuführen. AVer 
mit den Rechenoperationen vertraut ist. wird z. B. e und das 
mit x- behaftete Glied aus der obengenannten Gleichung auf 
die andere Seite bringen. In diesem Fall soll zur Veranschau¬ 
lichung der umständliche Weg gezeigt werden. 

Es ist: 

x'- (d e) -f (e d) — 0 
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Man erhalt somit eine Gleichung entsprechend der Form Gl. 
{(45), wobei b (e - d) ist. Unter den dort angegebenen Vor¬ 
aussetzungen w ird 
d — c 

x 2 _ -= 1, demnach xi.u = i 1. 

d — c 

x )l2 heißen die beiden Lösungen oder Wurzeln der Gleichung, 
/ü x 2 x :i 

|/ß -f x* x - 

2(l/Ö + x- 1 - x) = 3 (1 ß + x- - x) 

2| «T H Ifi - 3 |/ß+* a = - 2 x - 3 X 

ß s‘- = 23 x z (daraus ergibt sieh - 24 x 2 -f 6 = 0; 

0 

somit ist also x 2 — ••) 


1 

Xl.2 - ± 


3.3.2. Die gemischtquadratische Gleichung 

Sind gemäß Gl. (44) a und b ungleich 0, so handelt es sich um 
eine gemiBchtquadratische Gleichung. Um gemischtquadrati- 
sehe Gleichungen zu erkennen, muß man ebenso wie bei den 
vornngegangenen Beispielen eine Aufgabe soweit lösen, bis die 
vorstehend angegebenen Kriterien für die Gleichung erfüllt 
werden. Unter dieser Voraussetzung sind die Wurzeln oder die 
Lösungen für die Unbekannte: 
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Zum Radikanden soll folgendes erwähnt werden: 


Ist ^ — hj > 0. 


also b .dann hat die Gleichung zwei 


reelle Wurzeln. Fiirb erhält man die gleiche Lösung wie 


für -\i und x». Ist aber b > , so ergeben sieh für x zwei 

4 

konjugiert komplexe Lösungen (s. Abschnitt 4.). 


3.3.2.1. Grafische Lösung 

Man setzt Gl. (44) wie bei den vorherigen Lösungen gleich y 
und hat damit die Funktionsgleiehung (Bild (>). Ähnlich der 
reinquadratischen Gleichung erhält man ebenfalls eine Para¬ 
bel. Ihre Lage im Koordinatensystem hängt vom Radikanden 



nach Gl. (48) ab. Komplexe \\ urzeln der Gleichung lassen sich 
auf grafischem Wege nicht bestimmen. Zur Darstellung einer 
gemischtquadratischen Gleichung fertigt man sich am besten 
eine Wcrtetubelle an, in der bei verschiedenen x-Worten die 
dazugehörigen y-Werte aufgesehrieben werden. 
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licinpifl 

Bestimme <lie W urzeln der Gleichung x 5 -f 2 x — 1=0 auf 
grafischem Wege! Die Gleichung hat bereits die allgemeine 
Form; man setzt sie gleich y. Die Schnittpunkte der Kurve 
mit der x-Achse ergeben die W urzeln (Lösung der Gleichung). 
Nachstehend die Werte tabeile (s. Bild 7): 



U,tu ; 


x 


y 


o 

l 

l 

0,5 

-1.5 


1.75 

1.75 

l 


Je feiner man die Kurve ubstuft. um so genauer wird die 
Kurve. Trügt man die Werte entsprechend Bild 7 ein, so ist 
die Parabel im Koordinatensystem zu erkennen. Ihre Schnitt¬ 
punkte mit der x-Aehse sind \j 0,414; x° = 2.414. Zum 

gleichen Ergebnis kommt man auf analytischem W’eg. 
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Beispiele zur Gleichung mit einer Unbekannten 
Beispiel 17 

9x4 13- ßx -17 12 x -f 23 — 3 x — 29 

Man bringt die x-behaftetcn Glieder anf die linke, die x-freien 
Glieder auf die rechte Seite: 

3x — Öx — 4 — 0 oder -ti x — —2. »Go x 

3 


Beispiel IS 
5 <5 

x 1 x + 1 

Zuerst, wechselseitig mit x — 1 Ivzw. x ! 1 multiplizieren, 
dann die Glieder ordnen. Danach wie in der vorhergehenden 
Aufgabo verfahren: 

5 (x 4- 1) = 6 (x — 1) 

5x + 5 = 6i - 6 oder 5 x ti x ■= —0 3. damit x — 11 


Beispiel l'J 



nx rnx 


Der Bruch auf der linken Seite erhält einen gemeinsamen 
Hauptnenner. Danach wird dieser Nenner auf die andere Seite 
der Gleichung gebracht. Die Klammern sind auszumultipli¬ 
zieren. Die weitere Ausrechnung erfolgt, wie vorher gezeigt: 



m 3 x -f- nmr — m 2 r -f- n 2 x 4 mrn — rn 2 = 2 nmx 
x (m 2 4 n 2 — 2 nm) = r (m 2 f n ä - 2 ntn) 
x = r 
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Beispiel 20 

Mehrere Freundo haben eine Rechnung zu begleichen; jeder 
von ihnen soll 8,50 M zahlen. 2 verfügen jedoch über kein 
Geld, so daß sich der Betrag für die anderen Freunde um 
3,40 M erhöht. Wieviel Freunde bezahlen ? 

Die Anzahl der Freunde ist unbekannt, demnach x. Die zu 
zahlende Summe beträgt x • 8.50 M; sie verändert sieh nicht. 
Deshalb setzt inan sie gleich der geringeren Personenanzahl 
mit deren höherem Betrag. In einer Gleichung fixiert, ergibt 
sich: 

(x - 2) (8,5 •(- 3.4) = 8,5 x 

H.il x — 23.8 8,5 x, somit ist 3,4 x 23.8 und x 7 

7 Freunde bezahlen die Rechnung. 

Beispiel 21 

4 Personen müssen 4400 M so untereinander teilen, daß A 
doppelt soviel wie B und noch 50 .VI bekommt. B erhält dreimal 
soviel wie C und noch 100 M mehr, D aber soviel wie A, B und 
C zusammen. Wieviel bekommt jede Person? 

Man schreibt nach den Angaben die Summe für jede Person 
auf und setzt sie in die Gleichung der 4 Personen ein. Dann 
e'iminiert man weiter, bis schließlich noch die Summe für 
eine Person übrigbleibt. Damit erhält man die Summe für die 
erste Person. Die Summen der anderen Personen lassen sich 
nun einfach berechnen. 

A + B + C + D 4400 

A = 2 B + 50 B = 3 G j- 100 D ^ A -f B + C 
Eingesetzt wird: 

(2 B -f 50) f (3 G F 100) + 0 (A -f B FC) - 4400 

(2 B + 50) + (3 C -F 100) + C = 2200 

0 C + 4 C F 200 + 150 = 2200 10 C - 1850 

Damit ist C 185 M. B 055 M, A 1300 M. D = 2200 M. 

Bi ispi'li zur Qleirlning mit zwei Uiibi kannten 

Beispiel 22 
9 x 10 y - 23 
0 x 5 y - 22 
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Die zweite Gleichung ist mit 2 zu mult iplizieren und danach 
von der oberen abzuziehen: 

9 x - 10 y = 23 
12 x — 10 y 44 
— 3 x = — 21 x = 7 

Diesen Wert in eine der gegebenen (Gleichungen eingesetzt, 
ergibt für die erste Gleichung: 

63 - 10 y - 23 
i'—* 


fii ispirl 2-1 
x n 

y i» 

x -}- a a 2 

y 4- b = b 2 


Man wendet die Einsetzungsniet linde an, indem aus der ersten 
a . 

Gleichung x y ^ in die zweite Gleichung eingesetzt wird. 


Durch wechselseitige Multiplikation ergibt sieh: 

a a 2 (b a) 

V, + a - (y + b),daraus v a b; 

b h 2 b 

, . . b (a — b) 

damit ist y , und durch Einsetzen von y in dio 

b — a 


erste Gleichung wird schließlich x 


u (a b) 


Jhinpiil 21 

a h 

x y 

1 ) a 

4 

x y 


a b 
n 4 b 
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Es werden zunächst die Brüche beseitigt. Dann wendet man 
atn zweekmiilligsten die (Moichsetzungsmethode an. Beide 
Gleichungen lost inan z. B. nach y auf: 


ay - hx xy (a h) 
hy ax xy (n | b) 

Aus der ersten Gleichung wird y 
die zweite Gleichung ergibt y 


hx 

(a ux -h hx) 
ax 

(h ax hx) 


Beide Ausdrücke setzt man gleich: 

h a 

(a ax f hx) (b ax hx) 
oder b (b — ax hx) = — tt (ft ax + bx) 
Durch l'niformcn ergibt sich: 
x (a- | h 3 ) u 3 I- b 3 , also x I sowie y - l. 
liiis/niie zur ri iuqiuidruli-irhi 11 QleirJntng 


Beispiel 2 ) 

(3 x + 1) (2 x 3) — (4 x 3) (x 1) = 12 
Die Klammern liist. man durch Ausmultipliziercn auf. Danach 
werden die Glieder geordnet. Dann wird die Gleichung mit 
Gl. (4li) verglichen. 

ti x 3 - !) x r 2 x 3 (4 X 3 4 x 3 x -f 3) = 12; 

2 x 3 !) 0. somit ist xi.g — ;fc 3. 

Bciupiil ‘Hi 

bl t 

-f- x = bx 
x 

Man beseitigt den Bruch und ordnet die Glieder, dann wird 
mit Gl. (4li) verglichen: 

h 1 ; X 3 bx 3 und x 3 (I h) i (h — 1) = 0 
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Beispiel 27 

1 I I 

1 - j/l — x 2 1 + \ r X x 2 x 2 

Rs ist. der Bruch zu beseitigen und zu ordnen: 

1 J- |/l - x* - (1 - j/l - x 2 ) 1 

~ l - (1 ^x*) ~ ~ x 2 

2 \'l - x 2 = 1 

Xun wird auf beiden Seiten potenziert : 

4(1 -x«)= 1 

Daraus ergibt sieh 4 x 2 j- 2 - 0 oder x 2 

xi,a = ± 0 , 866 . 

Beispiele zur gernischlquadmlischeii Oleichuvg 


:t 

. somit ist 
4 


Beispiel 24' 
x 2 — 5 x = 150 

Xach (11. (48) ist a — —5 und b = 150. Damit wird: 



Beispiel 29 

(3 x + 5) (x + 2) + (2x4 5) (3 + x) 8 

Die Klammern sind durch Multiplikation aufzuiöson. Danach 
werden die Glieder geordnet. Mit Gl. (48) ergibt sieh: 

3 x 2 + 6 x + 5 x + 10 + 2 x 2 | ü x j 5 x |- 15 = 8 
oder 5 x 2 + 22 x |- 7 = 0 

Damit ist: 
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Beisind 30 

2 1 5 

3 x -j- 1 ' 3x 1 4 

Man beseitigt die Brüche und ordnet die Glieder, 
wie bei den vorstehenden Beispielen verfahren: 

5 

2 (3 x l) + (3x + 1) = 4 <»x2— 1) 


45 9 

x 2 + 9 x - = 0 

4 4 


Daraus ergibt sieh: 



Dann wird 
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Rechnen mit komplexen Zahlen 


Oft kommt der Funkamateur mit Vorgängen der Weehäel- 
strointeehnik in Berührung, die ilnn nur mit komplexen Reell- 
nungen Verständlich werden. Durch Anwendung der kom¬ 
plexen Kochnung kann man viele Aufgaben auf den eidspre- 
ehenden Gebieten lösen. 

-l.l. Imaginäre Zahlen 

Ivs ist nicht möglich, eine gerade W urzel aus einer negativen 
Zahl zu ziehen. Das kann man /.. R. beim Radikanden 2 
ersehen, denn sowohl I .414 2 wie auch 1,414-ergeben -( 2 . 
l'-i"e solche nichtmöglichc Zahl (eine gerade Wurzel aus einer 
negativen Zahl) heißt imaginär) Zahl. 

Die Einheit dieser imaginären Zahl ist J 1 i. Um Ver¬ 
wechslungen mit dem Augenblickswert des Wechselstroms i 
nuszuschließen, hat man in der Elektrotechnik statt i den 

Buchstaben j gewählt. | I j. Diese Bezeichnung wird im 
folgenden angewendet. 


4.1.1. Rechenregeln mit imaginären Zahlen 

Wenn | I j. so ist j- 1. Dazu gelten für Potenzen 
von j : 

Die Potenz einer imaginären Zahl ist bei geradem K.n[KM irnten 
eine reelle Zahl, dagegen hei ungeradem Exponenten eine 
imaginäre Zahl. 

i° = i r' - 1 

j' -= j r 2 i 

s 2 = t j 3 J 

j3 j j -+ | 

r' = i 


if -? 

'j i 


i) 


(40) 
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Das Produkt von imaginären Zahlen ergibt bei einer geraden 
Zahl von Faktoren eine reelle Zahl, dagegen hei einer ungeraden 
Zahl der imaginären Faktoren wieder eine imaginäre Zahl: 

(/ -u K b j |4 • j |/h -[/ab (50) 

Der Quotient aus zwei imaginären Zahlen ist eine reelle Zahl: 



Die Summe oder Differenz zweier imaginärer Zahlen ergibt 
wieder eine imaginäre Zahl: 

| ii I ]/ b i Q/a t j/b) < 52 > 

4.2. Komplexe Zahlen 

Wenn man in der (fmißncin i) Zahlenebene eine Zahl a -f jb 
darstellt, so geschieht das entsprechend Bild 8. Die x-Achse 
der kartesischen Koordinaten ist in diesem Fall die reelle 
Achse, die y-Aehsc dagegen die imaginäre Achse. Die genannte 
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Zahl heißt komplexe Zahl. Sie setzt sieh demnach ans der 
reellen Zahl a (oder der reellen Komponente) und der imagi¬ 
nären Zahl jb (also der imaginären Komponente) zusammen. 
Entsprechend Bild 8 ist a 4 und jb 2. Die komplexe Zahl 
ist die allgemeinste Zahl. Ihre Bezeichnung erfolgt mit deut¬ 
schen Buchstaben: 

3t ■= a -f jb (53) 

In der Elektrotechnik verwendet man aber statt 9C A 3 . U 
usw. Um den Leser mit den Symbolen der Elektrotechnik ver¬ 
traut zu machen, wird im folgenden mit JJ{ gerechnet. Ist in 
Gl. (53) a = 0, so handelt es sich um eine imaginäre Zahl, da¬ 
gegen bei b = 0 um eine reelle Zahl. Eine komplexe Zahl, die. 
Bich nur im Vorzeichen von der imaginären Zahl unterscheidet, 
heißt konjvgitrl komplex (Bild 8): 

9f* = a — jb (54) 

Komplexe Zalilcn sind auch in Polnrkoordinaten darstellbar 
(Bild 9). Es ist: 


3t = B (cos ff f jsin <i) 

- R (cos tf. — jsin ip) 


mit 

R = + Va® 4 b“ 



und 

a 

b 

a 

cos (f = sin <p 

= R ,ftnV 

h 



(55) 


Entsprechend der Reihenent wicklung kann man 
eJv cos 'p -j- jsin 'i 

c~i ? ‘ = cos ip jsin ip (50) 
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setzen. Daraus ist. zu ersehen, (iaß besonders durch Exponeri- 
tialschreih weise das Rechnen mit komplexen Zahlen über- 
sichtlicher wird. Gemäß Gl. (53) und Gl. (54) würde man dann 
wie folgt schreiben: 

:K KeJ»' und )K* Rr» (57) 

Für den Betrug von )){ kann man | f){ | schreiben oder wie in 
Gl. (55) R. Die e-Funklion stellt den Winkelfaktor dar. Man 
kann also eine komplexe Zahl folgendermaßen schreiben: 

D( = a + jb = R (cos <p ) jsin ip) R el* (5S) 

Der Phasenwinkel stellt den Winkel der komplexen Zahl gegen 
die reelle Achse dar. 


Tabelle. 2 Einige charakteristische Werte von <p 


Winkelfaktor 


0 C =• 0 

IR) A. * 

— - o 

IHO ' - .7 

3 .7 

270° A 


P jo t ,o = i 

rr rr.n. 

e ’o 008 + J R,n o = J 

ei 7 cos 7 ) jsin n = — 1 = j~ 
3 7 3 7 . . 3 7 

ei - cos - | jsin - -j 


3(i0 l 2 7 2 ns eJ*7 cos 2 .t + jsin 2 7 = 1 = d 2 n7 


n — Zuld der l'mläufe 


4.2.1. Rechenregeln mit komplexen Zahlen 

4.2.1.1. Addition und Subtraktion 

Mii i Dia (n -1- jb,) ± (r 2 -1- jb.) 

= rt i r-> 4- j(bi _b b») (50) 

Setzt man ro n j- rg sowie Im b| i hg. 

dann ist auch 

Dii ± )K° Dl« r 0 | jbn. 



Der Betrag wird R 0 - r 0 2 f l»o 2 . (00) 

mit dem tan des Phasenwinkels 

b» 

tan rpo - . (OH 

r 0 

Schreibt man schließlich 

ri = llicos ifi l»i I! i.sin tf, r-j |{ 2 eoRr/ 2 hg R«sinftg, 
ilann ist 

■h'i J: ;)l2 = (Ki cos i/ i c Kocos </,) 
t j (Ri»in <fi |_ Rjjsin <ri) = Koc^. («2) 

Ttic Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt stets 
eine reelle Zahl: 

•Hl + 9{’ - (n -f jbi) Kn- jb|) • 2r, (03) 

Die Differenz, zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt eine 
imaginäre Zahl: 

SRi 9f| = (n -f jbi) (n jbi) ^ 2 jb (04) 


4.2.X.2. Multiplikation und Division von komplexen Zahlen 

9h •%> = (nik jbi) (r 4 ! jba) 

= (nr, btbs) : j (i' 1 ho r->bi) (05) 

= RtRs[««-((pi t 1z) t- jsin(vt 1 y«)] (00) 

= RtR 2 ei(n+ t>.) 


Der Betrag des Produkts zweier komplexer Zahlen ist: 

WiiHi Ru |' (nr» bib 2 )- (i’il >2 (. r 2 bj)- (07) 

sowie der 

nb» 4 r->bi 

tan 'f P = tan (71 72) (OS) 

rir 2 — btba 

Rei der Division erhalt man: 

,vi r t jbi nr 2 + bib 2 , rjb, r 2 b| 

• Hl : ./I2 

* -t jb, rj -t bjj J r| f bf 


(t»») 




K| («>«(/! t-jsiny n) 

H-j (cos f/s |- jsin <fi) 

Ri 

[cos ('/ i </ 2) + jsin (71 </■’)) 

Iva 

- 1 c i (»1 — »’d 

R« 


(70) 

(71) 


I)or Betrag dos Quotienten ist: 


für 

uls 



Kq 


r 2 


I'(rifg + bjb*)* + (ribj r 2 l>i) 2 (72) 


tan 'IQ 


r i l>o r-jbi 

rjre ImIio 


(73) 


7Q = T 1 - '/■'-> 


Aus Gl. (HO) ist ersichtlich, wie man den Nenner eines kom¬ 
plexen Bruches reell machen kann. Nachstehend nochmals die 
ausführliche Gleichung: 


ft jl>t (n ! jbi) (r 2 T jh a ) 

r 2 ' jb 2 (r r ± jbs) (r -2 T- jb«) 

nr 2 •(_ biba j (birs — nb») 

r| 1 b| 


(74) 


Man kann nun noch Realteil und Imaginärteil der neuen 
komplexen Zahl wie in Gl. (09) darstellen. Die Gleichung wird 
noch übersichtlicher, wenn man nach der Rechnung die neue 
Zald wie folgt schreibt : 


n jbi 
r-j jh a 


jl» 


Demnach ist: 

rjr- |- btt» 

r a 
's 


b! 


bzw. b 


b|r-> rjb.> 

O | 4 

>; I»; 
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4.2.1.3. Potenzieren, Radizieren, Logarithinirren 


oder 


(r ± jb )2 - (i* - IP) ± 2 jrb 

(r ± jb)3 = (r 3 — 3 rb 3 ) £ j (3 r 3 b - b 3 ) (75) 


jH" = R n (cosn ip £ jsin g) R n e ± v 

1 /\ r 2 + b 2 + r . l/j^r 3 + W 
I r - J b I' 2 - - J |/ -g- 


Man kann auch Bohreiben: 

n , 1 / ip ti \ * ^ 

loH = R" (cos ' : jsin ) = K n e n ('3) 

\ n n I 

Das LogaritJtmieren geschieht am besten mit der Exponential- 
forin. Wenn 

iH = R ei*, 

dann ist 

In 9J = ln R + In ei* = In R + j '[■ (79) 

Beispiele zu imaginären und komplexen Zahl' n 


Beispiel 31 

\’ ~i + (/ 8 £ \> 81 

|/^t = |/_i|/4 = j(/4 = 2j; | 3 - y 2« 2 

V—81 = V l’—81 = j/j 9 = 3 |/j 

Somit ist der obere Summand gleich 2 j 2 + 3 | j. 


Beispiel 32 

Welchen Wert hat | j 4 ’! 

y j 4 •- \ i • i 4 pK * —i v'j 
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Beispiel 33 


Es ist auf die Form r f jb zu bringen, 

Man setzt j/j = r +- jb: durch Auflösen der Wurzel auf der 
linken Seite ergibt sich j = r 2 — b z +- 2 brj. 

Werden nun Real- und Imaginärteil auf beiden Seiten der 
Gleichung verglichen, dann ist r 2 — b 2 0 (da auf der linken 
Seite kein Realteil steht). Ferner ist 1 = 2 br. da auf der 
linken Seite der Gleichung j steht. Aus der letzten Beziehung 


ergaben sich b 


1 

2 r 


,,nd ,>a = i7 2 ' 


Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, dann wird 

r"-— = 0, also r* 1 = 1 und r 2 = 4- 1 ; daraus ergibt sich 

4 r 2 4 2 


r = 

b = 


- 4=. Dn b - 

\ - 


1 


2 r 


1 



war. 


erhält 


man 


schließlich 


für 


Danach ist: 


Beispiel 34 

. 1 + 2 j 

Welchen Betrag und welchen Winkel hat der Quotient 1 

2 - 3 j 

Außerdem ist das Ergebnis in der Polar- und in der Exponen- 
tialform darzustellen! 

Mit Anwendung von Gl. (74) wird: 

1 + 2 j 2 - 0 + j (4 + 3) 4 + 7 j 

2 - 3 j 4 + 9 13 

0,308 + 0,538 j 

Damit sind Real- und Inmginärteil bekannt. 



1.75. 


0.538 

Aus 01. (01) oder 01. (71) ergibt sich tan </ ^ 


Nach der Tafel für trigonometrische Funktionen ist damit 
ip m (50°. Als Betrag der komplexen Zahl erhält man 
R = | 0.308-’ f 0,53S ä = 0,«»^. Der Quotient in d# Polar- 


1 

form ist somit ( 


. 2J 

- 3j 


= 0,62 (cos ljo ; 


jsin 60 ) und in der 


Exponent ialform 0,02 c i 11,1 \ 


Rüspiel 3ö 

Der Wellenwiderstand einer Leitung ist allgemein: 
r' T j w L' 

0 ' -f j <o C' 

11 

IS - Wiikwiderstand der Leitung in ; 

II 

1/ = Indukt ivitiit der Leitung in ( ; 

1 

ti' - Querableftuug der Leitung In ( ^ ^ ; 

F ’ 

0" — Kapazität der Leitung hl . 

Diese Angaben beziehen sieh auf eine bestimmte Strecke der 
Leitung (in diesem Fall je ent). 

Es soll mit dieser Aufgabe bewiesen werden, daß bei hohen 
Frequenzen sowohl R' wie Ci' unberücksichtigt bleiben können. 
Trotzdem wird zur Übung das Beispiel mit folgenden Angaben 
durchgerechnet: R' 0,0511/cm. ü' - 10 "•* 1 /klein, I. 

2,5 nH/em, C' — 1 pF/cm, f 145 MHz. 

Setzt man die gegebenen Werte in 3" ein, so erhält man: 

5 . JO 2 -f j 6,28 • 1.45 • 10* • 2.5 •Hl 8 2000 42.7 j 
* ™ 10-« 1- j 6,28 • 1.45 • 10 B • 10 12 lo 11 0,51 
3* = 2500 - 52,7 j 

Es ist zu erkennen, daß der Realteil fiberwiegt. Deshalb kann 
der Imaginärteil vernachlässigt werden, so daß man für 

f >0 



i/l' 

3 =50 fl erhält. Da« gleiche Ergebnis laßt sich mit 7. b f 
erreichen (wird in der UKAV-Technik angewendet). 

ßeifijnrl Ui 

Wie groß ist der Sehcinwidcrstand bei der Reihenschaltung 
einer Kapazität von C - 1 //F und eines Wirk Widerstands von 
lttoU bei I• HM) Hz Berechne ferner Wirk-, Blind- und Schein- 
leist tmg, wenn die anliegende effektive Spannung 100 V beträgt ! 
Auch in diesem Fall laßt sich die komplexe Rechnung an¬ 
wenden. Hie erforderlichen Formeln sind aus Band 21 dieser 
Reihe. Formelsammlung für ihn Funkamateur, Teil I, zu er¬ 
sehen. Der Schein widerstand einer Reihenschaltung von R und 
C ist: 


;){■= r = r 

j w (. 

Eingeset zt wird: 


i){ - ioo -=ioon i lötin 

Ö.2S ■ 10 a • Kt 8 


Der Betrag des Schein Widerstands ist: 
It = | 1U0 2 I5D 2 — 168Q 


Für den Phasenwinkel ergibt sich tan <r , 

v 100 

also tf % - 59 J . 

U ino 

Der Scheinstrom ist l s = 0.532 A. 

R ISS 

Damit erhält man für die Seheinleistung P a - BK) ■ 0,532 
53.2 VA. 

Für die Wirkleistung ergibt sich P w P* cos 59' 27,5 W. 

Die Blindleistung beträgt Pu P« sin 5h 45.2 VA. 



4.3. Weitere Anwendungen 


Befindet sieh beispielsweise in einen» Wechselst romkre ix eine 
Reihenschaltung mehrerer komplexer Widerstände, so kann 
man die Real- und Tmaginärtefle getrennt addieren: 

Mi - Mit + Mia + .., + Min = (r, i rh.) 

-r (r-2 ± jl> 2 ) -4- • - • (r 2 dir jl'n) 

= rt + r; ± ... ra ± j (*>i b» ... h n ) (SU) 

Das Ergebnis der Addition ist wieder ein komplexer Wider¬ 
stand Mi + = r + jb + . Eine Reihenschaltung aus W irk- und 
Blind widerstand Mi = r jb kann inan in eine äquivalente 
Parallelsehaltung umrechnen, d. h.. an den Klemmen des kom- 
plexen Reihen- und Parallelwiderstands füllt die gleiche .Span¬ 
nung ab. 


4.3.1. Umwandlung von Reihen- in Parallelschaltung 
und umgekehrt 


Bild 10 zeigt die entsprechenden Schaltungen. Auf < irund der 
Zweckmäßigkeit rechnet man bei Parallelschaltungen mit 
Leitwerten. Danach gilt: 


oiler 


Mi = 


1 

01 


r 4- jb = 

g 


1 

I- jl' 


(hl) 


( 82 ) 


Berechnet man nun diesen Bruch gemäß Ul. (74), so wird: 


r 


\ jb 


g jJP 
g ? f P* 


(83) 



ÖS 



Durch Vergleich auf beiden .Seiten der Gleichung ist: 


b = — 


P 

4 P 2 


(84) 


Ähnliche Beziehungen erhält man. wenn man g und p berech¬ 
nen möchte: 


IJ 


-r JP = , 

r 4 jb 


r 

g = „ „ P 

r 3 4- p- 


b 

r 2 4 b- 


(85) 


1.4. Einige Loitungsprobleme 

Die vom UKW-Amatenr zu lösenden Loitungsprobleme setzen 
ein gutes fachliches Wissen voraus. Die weiteren Ausführungen 
sind deshalb unter diesem Aspekt zu sehen. Trotzdem soll ver¬ 
sucht werden, diese Thematik auch für den Anfänger ver¬ 
ständlich darzust ollen, da sich aus den theoretischen Bezie¬ 
hungen wichtige SchI ußfolgerungen für die Praxis ergeben. 

Im Handbuch Amalt urfunk ist ein Indikator beschrieben, der 
eine Abtastung des Spannungsverlaufes auf Leitungen ermög- 
licbt. Bild 11 zeigt das Prinzip der Abtastung von Leitungen. 
Auf der rechten Seite befindet sielt der Generator, links liegen 
der Abschlußwiderstand sowie die jeweils betrachtete Leitungs¬ 
länge x. So ist z. B. bei x 0 der Abschluß widerstand SR a b 
und bei x = L der Anfang der Leitung. Der Widerstand, den 
man am Anfang der Leitung mißt, beißt, Eingangs widerstand 
Aus den geometrischen Abmessungen und den sonstigen 
Eigenschaften der Lcil ung ergibt sieh der Wellenwiderstand Z. 
Bekanntlich bilden sieh stehende Wellen auf der Leitung, wenn 
)R«b 4 Z ist. Aus den Maxima und Minima der stehenden 
Wellen kann man Rückschlüsse auf den Ahschlußwiderstand 
ziehen. Zur Feststellung dieser Wellen dient der angeführte 
Indikator. Mit Hilfe des .SVaitA-Diagramms ist es möglich, den 
Wert von Mini, zu bestimmen. Weitere Anwendungen des 
Smith -Diagramms sind in Abschnitt 4.5. beschrieben. Nach¬ 
stehend einige Formeln zu Leitungsproblemen. 




Nimmt eine Leitung die Leistung Pn auf, dann findet ein voller 
Verbrauch an Z statt (dabei wird vorausgesetzt, dnü 

die Leitung selbst keine Verluste :iufweist). Ist dagegen th'ab 
Z (keine Anpassung), so tritt eine Reflexion der Leistung ein: 

P r = | r | 2 Pn (S«) 

Der Faktor r wird mit Reflexionsfaktor bezeichnet (nicht ver¬ 
wechseln mit dem Real teil einer komplexen Zahl). Man kamt 
in Verbindung mit dem soeben Erörterten ermitteln, welche 
1 /eistung an Pub verbraucht wird: 

Pnb = Ph (1 I r I 2 ) = ™ (87) 


Der Reflexionsfaktor berechnet sich aus; 


s - 1 


r - 


ItH I 
Irl I 


Darin ist 


Umin 


(Sg) 


(89) 


das sogenannte Stehwellenverhältnis oder die Welligkeit. Mit 
Anpassungsfaktor bezeichnet man den Reziprokwert von s, 
also m 1/s. Die Spannungen 


Umax Ui, 4“ Ur 

L min U„ l >• 


lilt 



t 


stellen die maximale bzw. minimale Amplitude auf der Leitung 

dar. Die Indizes beziehen sieh wieder auf die hilllaufende oder 

reflektierte Spannung. In komplexer Selircibwcisc ist: 

r = |t|eJv‘ (Ul) 

oder in Verbindung mit dem Absehlußwiderstand der Leitung: 

%b Z 

Miau Z 

Der IMiasenwinkel ist : 

/4 U V 

, -i»-^ i) 

l x elektrische Länge in ein vom Ort x O bis znm ersten 
Minimum (l x l B .- | ')j 
l KC = geometrische Länge; 
e = relative Dielektrizitätskonstante; 

3 ■ 10'« . ,, 

/. Wellenlänge r (A in cm, f in Hz); 


(<•>-’) 


(D3) 


f 


7 JO 


0.25. 


Auf (irund der Meßergebnisse ist: 
1 +t 


>K U b Z 


oder 


ffl.b Z 


I in 

1 -|- eJ»'“ 

l I- m 


1 


1 ui 
1 I in 


Schließlich ergibt sieh der Kingaugswiderstnnd zu 
Ih'nb jZ tan jäbO ■ . j 

•^el I 

i ■! i tan ( 3,i0 ‘ ,) 


< l»‘klri.srlir billigt 


(D4) 


(«r») 


(Oti 


Cd 



■f.l.l. Verschiedene Leitungslängeii 


Bild 12 zeigt, welche Eigenschaften eine Leitung auf weisen 
kann, wenn sich ihr Abschluß wider« (and oder ihre Länge 
ändert. Das gleiche gilt auch für Koaxialleitungen. 



_J ihm n 


4.4.1.1. Die A/4-Lcitung 

Es ist: 

w Z 2 

9iei= sl , (97) 

lltab 

•Kali kann auch ein reeller Widerstand sein, also ;)i aB = 11 (■/.. B. 
tler Anpassungswiderstand einer in Resonanz befindlichen 
Antenne), Diese Leitung ist auch als / ( 4 Trnusfornmtoi be¬ 
kannt. 


4.4.1.2. Die £/2-Leilung 

Es ist: 

9{ol = 3?ab (98) 

Danach findet durch die Leitung keine Transformation statt, 
Eingangs- und Ausgangsw iderstand sind identiseli. Die Leitung 
w ird z. B. dort angewendet, wo zwischen Meßobjekt und Meß¬ 
stelle ein größerer Zwischenraum zu überwinden ist. 

4.4.1.3, Abschluß« iderstand u 1 , 0 (am Ende der Leitung 

ist Kurzschluß) 

Der Eingangs widerstund ergibt sieh jetzt zu: 

1 



Aus Diagramm 1 kann man in Abhängigkeit von t/Abei verschie¬ 
denem V. (Ion Kingangswidersl.ind ersehen. Don Melangen dos 
Amateurs entsprechend u urdo nur bis nahezu l/A 0.2. r > go- 
gangen. Set/t mait >K,,i j iu L, so läßt sieh fiir eine gewünsch¬ 
te Induktivität die entsprechende Leitungslänge ermitteln. 
Darüber hinaus ist es auch möglich, mit einer Zusatzkapazität 
am Eingang der Leitung und einer bestimmten Leitungslänge 
Resonanz herzustcllen. Wie GL (BB) weiter erkennen läßt, 
wird ;K U , für l/A 1/4: 3/4 usw. unendlich groß. Demnach hat 
eine um linde kurzgeschlossene Leitung den Charakter eines 
Parallelsehwingkreises. 

Ähnliche Betrachtungen gelten iu Verbindung mit GL (98) 
auch für die um Ende kurzgeschlossene A/2-l.citiing. Für 
1 - A/2; A/usw. ergibt sieh dann jedoch ein Serienschwingkreis. 
Für den Fall, daß an den Eingang der Leitung eine Kapazität 
angeschlossen wird, läßt sieh aus Diagramm 2 die Leitungslänge 
ermitteln, dumit Resonanz für eine gewünschte Frequenz, be¬ 
steht. X c . ist. der kapazitive Widerstand des angeschlossenen 
Kondensators bei der entsprechenden Frequenz. Das Verhält¬ 
nis l/A berechnet sieh nach: 


I are tan , 
A 300 


(l(Mt) 


1.1.1.4. Absrhlußwiderstand )H»b = 

(die Leitung ist am Ende offen) 

Für 9iej crliält man: 

!T( ei = — jZeot |.3Wr ^ j (101) 

Die Leitung hat für bestimmt« Lcitungsliingen kapazitiven 
Charakter. Für Längen kleiner A 4 kann man Met aus Dia¬ 
gramm 3 ermitteln. Setzt man Diel j tut (', so läßt sieh die 
Kapazität berechnen, die sich aus einer Leitung ergibt. Auch 
eine offene Leitung kann man für Rcsonanzz wecke verwenden. 



Durch Anschluß einer Induktivität an den Eingang der Leitung 
erhalt raun auch Resonanz, wenn das Verhältnis 



eingestellt wird. Die Leitung stellt, eine Kapazität dar. Die, 
Verhältnisse 1/7 1/4; .“1/4 NSW. ergeben Serienresnimnz., d. h-, 

am Eingang der Leitung ist Kurzschluß. Verlängert, man die 
am Ende offene Leitung bis 7/2, so ergibt sieh in diesem Fall 
wieder Purallelresonam. Dieser kurze Überblick über Leitungs¬ 
längen und Widerstandsverhältnisse sollte nur eine Anregung 
für ein weiteres Studium der Speziallitcratur geben. 


4.5. Das Siuitb-Diagrainiu 

Wie schon angedeutet wurde, kann man mit Hilfe des Sniilh- 
Diagramros Meßergebnisse auswerten bzw. auf grafischem Weg 
Aufgaben der komplexen Rechnung leisen. Die Handhabung 
des Diagramms erläutert Bild 13. 





4.5.1. Erklärungen zum Smith-Diagramm 

Beispiele 37 bis 41 

Auf der waagerechten (reellen) Aoliso ist das Verhältnis R/X 
von 0 bis cvj aufget ragen. Man sagt aneli, R ist auf Z normiert. 
R stellt den Wirkonteil eines komplexen Widerstands dar. Die 
sogenannten Wirkkroise schneiden die reelle Achse auf den 
angegebenen Verhältnisse R/Z. Der Wirkkreis 0 ist deshalb der 
äußere Kreis des Diagramms. Der Wirkkreis 1 schneidet die 
Achse demnach bei ll/Z 1 im Mittelpunkt; somit liegen also 
auf der reellen Achse alle Mittelpunkte der Wirkkreise. Den 
komplexen Zahlen entsprechend muß es auch Blindkreise 
geben. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen damit auf der 
imaginären Achse. 1 ho imaginäre Achse wird nur zur Veran¬ 
schaulichung erwähnt, sie erscheint also nicht im vollständigen 
Diagramm. 

Bild 13 läßt weiterhin erkennen, daß die Blindkreise -f jX/Z 
und —jX/Z die reelle Achse berühren. In Bild 13 sind beispiels¬ 
weise -rjX/Z und — jX/Z — I eingezeichnet; mit X wird der 
Blindwiderstaud benannt. Des weiteren gibt es noch die 
m-Kreise, deren Mittelpunkte immer auf der reellen Achse bei 
Ü/Z - 1 zu finden sind, wobei in der Anpassungsfaktor ist. Es 
interessieren die Werte von 0 bis 1. Der m-Kreis 0 fällt mit 
dem Wirkkreis R/Z = 0 zusammen. Auf der äußeren Skala ist 
das Verhältnis 1/A von 0 bis 0,5 einmal von x 0 zum Ort x 
dargestellt, oder es sind auch Wellenlängen zum Generator im 
Uhrzeigersinn gezeichnet. Die andere Skala verläuft entgegen 
dem Uhrzeigersinn vom Ort x zum Olt x — 0 (also Wellen¬ 
längen zur Endlast). Vom Mittelpunkt des Diagramms 1 aus¬ 
gehend, kann mau nun die Strahlen 1/A zum Schnittpunkt mit 
diesen äußeren Skalen bringen. In Beispielen wird die Hand¬ 
habung mit diesen Strahlen näher erläutert. Der Schnittpunkt 
eines Strahles 1 X /A mit dem m-Kreis ergibt den normierten 
Absehlußwide.rstand 3i a b/Z gemäß Gl. (95). 

Durch denselben Schnittpunkt verlaufen aber auch der Wirk- 
und Blindkreis. Die an diese Kreise geschriebenen Zahlen 
braucht man nur mit Z zu multiplizieren und erhält die Kom¬ 
ponenten von 3f a t). 


05 



Hat man dagegen einen komploxcn Widerstand oder Leitwert 
olino Xoruiierung vorliegen, so muß man ein geeignetes Z aus- 
walilen, um mit dem Diagramm arbeiten zu können. Fach Ab¬ 
schnitt 4.3.1. liißt sieh der äquivalente Leitwert Zt'l-o, l/;)j ab 
zu dem vorhin erreehneten komplexen W iderstand feststolh n. 
indem der Schnittpunkt mit dem m-Kreis durch I// über das 
Zentrum 1 so weit verlängert wird, bis der Strahl wiederum 
den gleichen m-Krcis schneidet. Die Komponenten von hl er¬ 
geben sieh aus dem durch diesen Schnittpunkt verlaufenden 
Wirk- und Blindkreis; damit kann man g und p ermitteln. An 
Hand der folgenden Beispiele wird der Umgang mit dem Dia¬ 
gramm verständlicher. Zuvor noch einige Hinweise zur Be¬ 
nutzung der .Meßleitung. Der Indikator hat einen variablen 
Resonanzkreis, den man auf die gewünschte Betriehsfroqucnz 
nbstimmen kann. Der Moßschlitten (in dem sich der Indikator 
befindet) muß sehr präzise an der Meßleitung entlunggeführt 
werden. Die Meßleitung ist meist unsymmetrisch aufgebaut 
und hat einen Wcllenwiderstand von (5011. Der Meß Vorgang 
wir d so durebgeführt, daß man am Ort x 0 zunächst kurz- 
selilieflt und den Kreis im Indikator auf die Betriebsfrequenz 
abstimmt. Durch Verschieben des Meßschlittens über <lio 
Leitungslänge erkennt man, ob mehrere Minima auf der Lei¬ 
tung vorhanden sind. Die Abstände dieser Minima müssen 
genau ).\i betragen. Man wählt die Minima zur Aussage, «eil 
die Spannungsänderungen je Längeneinheit wesentlich größer 
sind als bei den Maxima. Jetzt ist der verschiebbare Maßstab 
so zu verändern, daß das 1. Minimum genau in ü/2-Abstnnd 
gemessen werden kann. Fach diesen Vorbereitungen wird der 
Kurzschluß bei x 0 entfernt und der unbekannte Widerstand 
oder Leitwert angeschlossen. Zur Ermittlung von )){ ub müssen 
in und l x bekannt sein (die Meßleitung hat praktisch E — 1, 
also ist 1 - Igo). Durch den Anschluß von :J} ab verändert sieh 
die Lago des eisten Minimums; es beträgt l x . Damit ist )*/A 
bekannt. Wird nun noch in ausgemessen, so kann man die 
beiden Werte !*// und m in das Le-itungsdiagramm übertragen. 
Die bclmittpunkte von l x /z und m ergeben die normierten 
Komponenten des gesuchten Widerstands 9i ab /Z, d. h. R/Z 
und X/Z. 



Beispiele zum Smith-Dinijriimm 


Beispiel 37 

Bestimmung von mit Hilfe der Meßleitung und des Dia¬ 
gramms 

n) Bel riebst requenz 145 MHz, Z OOfl; e I. Für ). — 

:i • 10*0/1,40 • 10« = 207 ein. 

b) Angenommen, das 1. Minimum liegt bei SO cm. dann ist 

1 ,/A 0,387. 

e) Nun wird m = 0,0 ermittelt. 

d) Einträgen der Weile in Diagramm 3. Für den Strahl l x ß 
wühlt man die Ablesung vom Ort x nach x 0 (in Rich¬ 
tung zur Endlast). 

m-Kreis und Strahl ergeben Schnittpunkt A. In A Schneiden 
sieh KZ 0,83 und -fjX/Z -fj 0.43. Also ist der normierte 
Abschluß widerstand ;lj B0 /Z = 0.83 | j 0,43 oder mit Berück¬ 
sichtigung von Z 60fl tlfah — ('*0 |- j 25,S) 11, ulso eine 
Reihenschaltung von Wirkwiderstand und Induktivität. 
Ähnliche Werte ergeben sich, wenn man <51. (D5) anwendet. 

Beispiel 38 

Eingangswidersland einer kurzgeschlossenen Leitung 
Es ist Jliab = 0 (idealer Kurzschluß). 

Eine Doppelleitung habe die Länge von 10 cm, Z = 120 il und 
e = 2,5. Die Betriebswellenlänge betrage 70 cm. 

a) Bestimmen von 1/Ä. Man findet 1 — Igc - 10- 1,58 
15,8 cm. 

b) An der äußeren Skala ist in Richtung zum Generator vor- 

icugchcn. 1 !?. 15,8/70 = 0,22(5. Den Strahl Iß vom Zen¬ 

trum 1 zur äußeren Skala ziehen. Da ft/Z - 0 und X/Z — 
0. gebt man auf dem Wirkkreis R/Z 0 so weit vor, bis 
der Strahl 0,220 geschnitten wird (B). Das Ergebnis ist 
-j-jX/Z | j 0,0. Eine Wirkkomponente entfällt, da 
idealer Kurzschluß und vcrlustfreie Leitung vorausgesetzt 
werden. Der Eingangs widerstand ist ;)} e i - -f j 0,6 * 120 -- 



-)-j 790fl (induktiver Widerstund). Ans diesem Wort liiüt. 
sich leicht die entsprechende Induktivität berechnen, 
c) Ans dem Diagramm ist zu ersehen, daß 3i c i unendlich groß 
wird, wenn 1/A - 0,25 erreicht, d. h., es handelt, sich um 
einen Parallelschwingkreis. 

Wenn 1/A über A/4 hinausgeilt, dann stellt die Leitung eine 
Kapazität dar (Kurzschluß am Endo vorausgesetzt). Diese 
Eigenschaft bleibt bis nahezu A/2 erhalten. Es sei nun 
1/A = 0,45, Z = 00fl, f = 600MHz. 

Welche wirksame Kapazität ergibt, sich ? 

a) Da die Leitung kurzgeschlossen ist, geht man wieder auf 
der äußeren Skala in Richtung zum Generator vor. Von 
1 ist 1/A = 0.45 abzuziehen. 

b) Da R/Z = 0, X/Z = 0. gebt man zum Wirkkreis 0 und 

bringt diesen zum Schnitt mit 1/A = 0,45 (0). Damit ergibt 
sich der Bb'ndkreis —j 0,322. Somit ist der kapazitive 
Widerstand 0,322 • 60 19,3 fl. 

c) Aus Xc - 1/tuC erhält man C — 15,9 • 10 2 /ö • Hl 8 • 19,3 
= 16,5 pF. 

Beispiel 39 

Abschlußwiderstand und Speiseleitung 

Es soll untersucht werden, welchen Eingangswiderstand man 
erhält, wenn die Speiseleitung zum Generator (z. 15. Scndcr- 
ausgung) mehrere Wellenlängen lang ist. 

Dazu sind nachstehende Werte bekannt: 9f a » = (40 1 j 120)fl, 
e = 4, l K e = 10,3 m, A — 2 m. 

a) Bildung von 3f a i,/Z = 40/240 ! j 120/240 0,166 -[ j 0,5. 

b) iRab/Z ist in das Diagramm eiuziitragen. Der Schnittpunkt 
von Wirk- und Blinilkreis ergibt auch den StralU 1*/A = 
0,075 (Schnittpunkt D). 

e) Die Speiseleitung hat eine geometrische Länge von 10,3 m, 
also beträgt, da e = 4, die elektrische Länge 20,6 m. 

Weil A = 2 m, ergibt sieh für 1/A = 10,3. Im Diagramm ent- 
spricht eine Drehung um 300° oiuer Lcitungslänge 0,5 A x. Die 
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Speiseleitung beträgt aber (las 10,3fache der Wellenlänge. So¬ 
mit erhält man 10.3 - (0,5 • ganze Umläufe), also 20 ganze 
Umläufe, wobei ein Rest von 0,3 Umlauf bleibt. Dio Zahl der 
Umläufe ist nicht von Bedeutung, jedoch aber der Dezimal- 
hruch. Deshalb braucht man nur 0,5 von der Zahl hinter dem 
Komma abzuziehen und hat damit den 1/7-Wert. Ist die Zahl 
< 0,5, dann kann man diesen Wert sofort für dio weitere Be¬ 
rechnung verwenden. Somit, ergibt sieli 1/A = 0,3. 

Nun sind die Lcitwngsanteile zu addieren: lo/A = (l/A ± iRab) + 
(1/A — Leitung) Io A = 0,075 -j- 0,3 — 0,375. 

d) 1 0 /A ist mit dem m-Kreis zum Schnitt zu bringen. Aus den 
Komponenten von SRnh/Z ergibt siel) m - 0,13. Also ist der 
Schnittpunkt E. wobei man für R/Z = 0,25 mul für 
—jX/Z 0,97 erhalt. Damit ist der Eingangswideretand 
:)ioi = (00 — j 233) £1. 

Beispiel 40 

Eingangswiderstand und Leitwert 

Eine Leitung ist mit einem Kondensator von 5 pF und einem 
parallolgeschalteton Widerstand von 100ß abgeschlossen. 
Welchen Eingangswidcrstand erhält man, wenn Igo == 1 m, 
Z — 60 fi, e = 2,5 und A = 70 ein betragen ? 

a) Zunächst ist dio Parallelschaltung in eine äquivalente 
Sericnsclialtung zu transformieren. Dafür muß der kapazi¬ 
tive Leitwert berechnet werden: p = 6,28 • 4,28 • 10 8 • 5 • 
IO 12 13,4 • 10 3 S. Somit beträgt der Gesamtleitwert 
(U a „ = (10 + j 13,4) mS. 

b) ('Jab ist zu normieren. 6l a b • Z = 0,6 -j- j 0.81. Diese \Yerte 
sind in das Diagramm einzutragen. Zum Schnittpunkt F 
gehört m = 0,33. 

e) Ihn den äquivalenten Serionwiderstand zu erhalten, ist 
durch F und 1 der Strahl zu ziehen und mit dem m-Kreis 
zum Schnitt zu bringen (G). In diesem Punkt schneiden 
sich Wirkkreis 0.60 und Blindkreis -j 0,77. Demnach ist 
5){ab/Z_= 0.6 — j 0,77. 
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d) Verlängert man den Strahl zur Auffindung von bis zu 
den äußeren Skalen, dann findet man l/A — 0,123 oder 
1/A — 0,377. Die elektrische Lange der vorgeschalteten 
Leitung beträgt 1 1,58 m, also l/A 2,20. Von Bedeu¬ 

tung ist nur 0,20. Es muß jetzt in Richtung zum Generator 
vorgegangen werden. Betrachtet man l/A 0,123, dann 
gilt: —0,123 4- 0.20 0.137. Geht mau aber von l/A = 

0,377 aus, so ergibt 0,377 4- 0,20 0,3 0.137. ln beiden 

Fällen erhält inan denselben lindwert. Durch l/A 0,137 
und den Mittelpunkt, 1 ist nun wieder der Strahl zu ziehen. 
Der Schnittpunkt H (m = 0,33) kennzeichnet die normier¬ 
ten Komponenten des Eingangswiderstands SRei/SS 0.07 
4- j 0,075 oder 5K c j = (40 4- j 545)12. Die Parallelschal¬ 
tung von C und R am Ende der Leitung ist in eine äqui¬ 
valente Reihenschall ung von R und L am Eingang der 
Leitung transformiert worden. 

Beispiel 41 

Ermittle den Leitwert der Reihenschaltung zweier komplexer 

Widerstände iRi = (10 J j 50)12 und W» -= (10 — j 100)12 

auf grafischem Wag! 

a) Man normiert auf einen beliebigen Wellen widerstand, z. B. 
Z = 10012, Dil ß - 0,1 4 - j 0.5. .•!(., "/. o.l - j 1. 

b) 9ii/Z ist in das Diagramm clnzutragcn (Schnittpunkt l 1 ). 

Nun addiert man entweder bei konstantem Ri/Z oder Xi/Z 
die Komponenten von 4?2/Z. P.i/Z konstant ergibt 

Xi/Z X^/Z = —j 0,5 (L). Da nach erhält man Xi 2/Z = 
konstant und bildet l'i/Z 4- Ei/Z 0,2 W. Derselbe 
Wert läßt Bich auch auf analytischem Weg ermitteln. Zum 
Schnittpunkt W gehört der m-Kreis 0,10. 

e) Zur Feststellung des Leitwerts ist wieder der Strahl durch 
m und 1 zu legen und vorn 180° abgelegenen Schnittpunkt 
W mit dem m-Kreis zu schneiden (X). Die Komponenten 
des auf diese Weise erhaltenen Leitwerts sind Zg 0.7 
und Zp = -fj 1,70. 

d) Der Leitwert beträgt 01 = (7 ! j 17,5) inS; das entspricht 
den Widerständen 9( p = (143 — j 511)12. 
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5 . 


Winkelfunktionen 


Besonders im vorhergehenden Abschnitt wurde deutlich, daß 
in der Amateuitcchnik die Winkelfunktionen eine große Kollo 
spielen. Auch im täglichen Leben wird die Anwendung einiger 
dieser Funktionen gefordert. Die nachstehende Aufstellung 
verzichtet auf Ableitungen; sie ist nur als Überblick zu werten. 
Zum tieferen Eindringen in das Gebiet muß die spezielle I*ach- 
literatur gelesen werden. 


5.1. Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck 


Entsprechend llild 11 bezeichnet man die Seite c mit Hypo¬ 
tenuse, die Seite a mit Gegenkathete und die Seite b als 
Ankathete. Die den genannten Seiten gegenüberliegenden 
Winkel nennt man y, or, ft. 


Allgemein gilt : 

— a 2 + b 2 

Für die Winkelfunktionen ergibt sieh: 

n a 

sin x tan * = - 

e b 

U b 

eOS* eos x — 

c a 


(103) 


(104) 


cosec x — 

a 


Nachstehend nun einige Verbindungen der Funktionen. 

Es ist: sin 2 *4 cos 2 « = 1 (105) 



Bild 14 
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Daraus wird: 

sin ct — Y 1 (‘<>s 2 x cos * 

sin a ] 


Ferner: tan et 


cos ar cot x 

I 


cosec a — 


Kl 


Y 1 + t.m'jf 

1 

|' l -(- cot 2 a 


(10U) 


( 107 ) 


( 108 ) 

( 10 ») 


5.1.1. Sätze im allgemeinen Dreieck 

Von Bedeutung sind einige Beziehungen zwischen den Seiten 
und Winkeln im allgemeinen Dreieck. 

Sinussatz 

Im ebenen Dreieck verhalten sich je. un i Seiten wie dir Sinus 
der gegenüberliegenden Winkel: 

sin ß b 
sin a a 

(HO) 

sin y e 
sin ß h 

Kosinussatz 

Im ebenen Dreieck ist das Quadrat einer Seite gleich der Summa 
der Quadrate der beiden anderen Seiten, vermindert um das 
doppelte Produkt aus diesen und dem Kosinus des von ihnen 
eingeschlossenm Winkels: 

a 2 = b 2 -f- e 2 — 2 be eos x 

b 2 = c a 4* a2 — 2 ca cos ß (111) 

c 2 = a 2 4- b 3 — 2 ab cos y 
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Halbwinkelsatz 

Die W'inbl in einem Dreieck InMcn sieh auch mit Hilfe der drei 
Heilen auf frdiji nth 117iw bestimmen: 


mit 


i. \ i/ A ;; 

2 ) s • A 2 r s • B 


y 1/A • Fl 
tan - / 

2 s-C 


a l- b-fo 

;■ A = B — a 

9 

11 - s b 

0 = B — C 


( 112 ) 


5.2. Winkelfunktionen ira Einheitskreis 

Legt man ein rechtw inkliges Dreieck so in einen Kreis, daß 
e = r dem Iladius des Einheitskreises (r = 1) entspricht, 
dann ergibt sich ein einfaches Mittel zur Veranschaulichung 
der trigonometrischen Funktionen (Bild 15). Den Funktions¬ 
werten sind Strecken zugeordnet. 

Der sin z ist gleich der Maßzahl der Ordinate. 

Der cos « ist gleich der Maßzahl der Abszisse. 

Der tan« ist gleich der Maßzahl der Haupttangente. 

Der eota ist gleich der Maßzahl der Nebentangente. 
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Des weiteren läßt Bild 15 erkennen, «laß eine Darstellung der 
Funktion in allen 4 Quadranten möglich ist. Danach weisen 
trigonometrische Funktionen eine Periodizität auf: 


sin (« k 3li0 ) = sina 
cos (* + k3«0") cos« , ,. „ 

tau (» + k 3<10 n ) - tana ’ ~ 1 

cot (* -f- k 180°) • cota 


3... (113) 


Beispielsweise hätte ein sin 400“ denselben Funktionswert wie 
sin 40°, denn es ist 300 1 -f- 40' - 400°. Die Funktionswerte 
kann mau im Diagramm gut ablesen. Man sieht, die sin- und 
cos-Werte weisen einen maximalen Wert von i 1 auf, dagegen 
erreichen die tan- und cot-Worto maximal bis -j; oo. Nähere, 
d. h. genauere Werte sind aus den Tabellen für trigonome¬ 
trische Funktionen zu ersehen. Außer den Uradzahleu an der 
Abszisse enthalten sie noch einige Angaben im Bogenmaß 
(werden später erläutert). In eine Tabelle zusammengefaßt, 
ergeben sich folgende Vorzeichen und Verläufe der Funk- 
t ionen: 


Tabelle 3 


Qua¬ 

drant 

sin 

COS 

tan 

cot 

l 


-J- 


*+" 


steigt von 

fällt von 

steigt von 

fall! von 

II 

0 bis 1 

1 bis 0 

0 bis oo 

co bis (1 

fällt, von 

fällt von 

steigt von 

fällt von 


1 bis 0 

0 bis —1 

—oo bis 0 

0 bis — oo 

III 

— 

— 

-F 

-j 


fällt von 

steigt von 

steigt von 

fällt von 


0 bis 1 

— 1 bis 0 

0 bis | oo 

-| oo bis 0 

IV 


-f 

— 

— 


steigt von 

steigt von 

steigt von 

fällt von 


— 1 bis 0 

0 bis -(-1 

oo bis 0 

0 bis - oo 
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Für oft vorkoiumendo Funktionsworte gibt die nachstehende 
Aufstellung einen Überblick: 


Tabelle l 


a 

0731)0'’ 30“ 

45° 

00° 

90° 

180° 

o 

© 

r- 

arc 

0 (2 .t) 

rr/'li = 

ji/4 = 

;r/3 = 

.-t/2 

n 

3 ;i/2 



0,524 

0,710 

1,047 




ain 

0 

0,5 

0,707 

0,86 

+ 1 

0 

-1 

cos 

+ 1 

0,800 

0,707 

0,5 

0 

-1 

0 

tan 

0 

0,577 

1 

1,73 

+ oo 

0 


cot. 

±oo 

1.73 

1 

0,577 

0 

±oo 

0 


Im folgenden wird ein Verfahren genannt, das angibt, mit wel¬ 
chem Winkel sieh der richtige Funktionswert berechnen läßt. 
Abgesehen vom Vorzeichen, das aus den obenstehonden Ta¬ 
bellen entnommen werden kann, gilt 


eine Funktion von 


eine Funktion von 


J 

1270 "± 



der Kofunktion, 


1180° ± a°| 
|300 ± *°J 


gleicli der Funktion, 


Kofunktion: cos stellt die Kofunktion zum sin dar, cot stellt 
die Kofunktion des tan dar. Beispielsweise ist sin (145 = ) = sin 
(180 — 35) = sin 35° oder tan 135° = tan (180 - 45) = tan 
(90 -)- 45) — cot 45 (Vorzeichen Minus, da II. Quadrant). 


5.3. Beziehung zwischen Winkel und Bogen 


In diesem Abschnitt wurde wiederholt vom Bogenmaß ge¬ 
sprochen. Im folgenden wird dieser Begriff näher erläutert. 
Hat man den Mittelpunktwinkel im Kreis mit dem Radius r, 
so gehört zu diesem Winkel der Bogen b der Länge: 


b = 


180° 


(114) 


) 
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Dividiert man durch r, so ergibt sich das Bogenmaß des Win¬ 
kels a : 

arca — — x" — 1,75- IO '-«" (115) 

r 180’ 

Danach ergeben sich zwei Möglichkeiten, um den Winkel zu 
messen (Diagramm 4). In den Tabellen für trigonometrische 
Funktionen sind der Funktionswert und das Argument ent¬ 
weder im Bogen- oder Gradmaß uufgetragen. Beim Bogenmaß 
bestimmt man den Winkel mit Hilfe von Gl. (115). In diesem 
Zusammenhang sei erwähnt, daß bei den komplexen Zahlen 
die Beziehung rp = arc tan X/R angeführt worden ist. Das ist 
die Umkehrfunktion von X/R — tan <p. Hut man X/R er¬ 
mittelt, so braucht man diesen Wert nur in die tan-Funktion 
zu übertragen und erhält damit <p. 

Nun noch einige Bemerkungen zum Winkelmaß. Hin Grad ist 
der 90ste Teil des rechten Winkels. 1 ' hat (10 min (00') und 
1 min (10 s (HO’). Demnach: 

1° = C0' = 3600' 

Die Tabellen der trigonometrischen Funktionen unterteilen in 
10', 20' ... oder in Dezimalstellen O.l; 0,2 ••• Die Umrech¬ 
nung nimmt man wie folgt vor: (10/00) • .Minuten Dezimal¬ 
stelle (z. B. 45 15' = 45,25 ). Hin Neugrad 1« ist der lUOsto 
Teil des rechten Winkels. Damit ergibt sich: 

1 " = l.llls oder 1« = 0,9“ 


5.4. Weitere Zusammenhänge zwischen Winkel¬ 
funktionen uud W inkeln 

Eine Hciho von Beziehungen, die in der Amateurtechnik ver¬ 
wendet werden, enthalten Winkelfunktionen, die nicht sofort 
zu überblicken sind. Die nachstehende kleine Auswahl soll 
einen Überblick über die Winkelfunktionen geben. Die Addi¬ 
tionstheoreme stellen dar, wie sielt die trigonometrischen 
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Funktionen einer Summe oder Differenz der Winkel * und ß 
uns den Funktionen der Einzelwinkel zusammensetzeu. 


sin (a ± ß) = 
eos (a ± ß) = 

tun (a ± ß) = 
cot (x ± ß) - 

sin a -f sinß - 
sin a — sin ß - 


rosa -f- eos/? 
eos 3 — cos ß 

tun a J_ tan/i 
ent * cot/) 


sin 3 cos ß + cos z sin ß 
cos * cos ß T sin a sin ß 
tan x :'t tan ß 
1 tan x tan ß 
cot x cot ß 7 1 
cot- ß ± cot a 

x + ß x — ß 

= 2 sin-cos —-— 

2 2 

X + ß . x — ß 
- 2 eos sin 

2 2 

x j-ß a - ß 

= - cos ^ cos- 

. . <* 4- ft . * ft 
— — 2 sin sin 


sin (x ± ß) 
cos a eos ß 
sin (/>’ ± *) 
sin * sin ß 


eos a ± * = \ 1 ± 8in <- a ) 


sin 2 * sin 2 /} cos 2 /} - eos 2 * 
sin (* i- ß) sin (* — ß) 

2 sin * sin ß = cos (* — ß) — cos (* ß) 

2 sin * cos ß = sin (a f ß) + sin (a ß) 

2 cos * cos ß = eos (•* | ß) cos (a ß) 

2 cos * sin ß - sin (a ß) - sin (a — ß) 

tan x -|- tan ß 1 

tan a tan ß — -,, ~ —, , „ 

cot a cot ß cot a cot ß 


( 110 ) 


(117) 


(118) 


(119) 

( 120 ) 


( 121 ) 
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* a 

sin x = 2 sin - cos 

g g 


sin 2 * = 2 sin * cos * 
cos 2 x = cos 2 « — sin 2 a = 1—2 sin 2 * 
1 — tan 2 * 


— 2 cos 2 * 1 


1 4 - tan 2 « 


tan 2 x - 


2 tan x 


L — tan 2 * cot x — tan x 

cot 2 * — 1 . 

cot 2 * =- - = 0,o (cot x tan ») 

2 cot x 

/x\ 1/1 — cos* 

Äte \ä)~K —t _ 

= 0.5 (/l + sin * — |/l — sin *) 

/a\ 1 1 4- cos x 

C ° S \2) = \~~ 2 ~ 

= 0,5 (j/l 4 - sin a + J/l — sin *) 


/*\ sin * 
tan ( rl = — 

1 4 - cos * 


4 


cot - 

12/ 1 — cos X 


4 


l 4" cos X 
sin * 

1 — cos x 
1 4- COS X 
sin * 1 + cos x 

sin * 

/1 4 - cos x 
1 — cos X 


(122) 


(123) 


( 124 ) 


Beispiele zu den Winkelfunktionen 


Beispiel 42 

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die .Seite a = 10 cm, die 
Seite e = 30 cm lang. Wie groß sind die Winkel im Dreieck ? 
10 

Nach Gl. (103) ist sin * = — = 0,33. 
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Aus den Tabellen über Winkelfunktionen oder mit Hilfe des 
Reclumscliiebera erhält man für a 19,6’. Der Winkel y be¬ 
trägt DO' 3 ; somit ist ji = 90 — 19,5 — 71,5’. 


Beispiel t-1 

Am Anfang einer aufwärts führenden \ erkehrsstraße weist ein 
Verkehrsschild auf eine Steigung von 30% hin. Unter welchem 
Winkel gegenüber der Horizontalen steigt die Straße ? 

Die Angabe von 30% Steigung besagt., daß nach 100 m auf¬ 
wärtsführender Straße eine Hoho von 30 m überwunden wurde. 
Auf das rechtwinklige Dreieck übertragen, entspricht die Länge 
der Straße der Hypotenuse, die Höhe der Gegenkathete. Somit 

erhält man tan a — •= 0,30 und den Winkel j = 10,7°; 


allgemein ist tan * 


1 (p in %). 
100 


Beispül 14 

Von einem Dreieck sind die Seiten a — 1 m, b = 1,5 m und 
c 2 m bekannt. Bestimme die Winkel in diesem Dreieck! 


(lernäß Gl. (111) ist 


b- + c 2 a 2 2,25 + 4 — 1 5,25 


cos 3 — 


2 bc 


3 • 2 


= 0,875. 


also ergibt sich für a — 29’. 

Darüber hinaus hißt siel» mit Hilfe dieser Gleichung 

i l _ O orj 

,, os fl 1 - 0,088 und damit ß = 47° errechnen. 

1 . 1 


Bekanntlich sind die Winkel in einem Dreieck 180°. Demnach 
ist y — lK0 — 70 — 104°. 


Beispiel 4ü 

Welchen Wert hat der Sinus des Zeitwinkels 000° ? 

Ein Umlauf im Einheitskreis umfaßt 300°. Daraus folgt., daß 
600 weniger als 2 Umläufe ergeben. Somit ist k = 1 und der 
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zu betrachtende Winkel 600° 360'-' = 240\ Man kann sin 

240° zerlegen in 180’ + 60’ = 240°. Nach Abschnitt 5.2. ist 
sin 240’ entsprechend sin <i() J . Da im 111. Quadranten der 
Winkel 240’ beträgt, wird der Kunktionswcrt negativ. Somit 
ist sin 240° - —0,806. 


Beispiel 46 

Im <!radmuß ergibt ein Winkel 75 29'. Wie wird dieser Winkel 
im Bogenmaß angegeben '! 

Zunächst wird das Winkelmaß in Dezimalstellen (Minuten) 
eingerechnet (10/00) • 29 - 0,483; damit ergeben sich 75,483°. 
Mit Hilfe von Gl. (151) erhält man arc z 1,75 • 10 ’ • 75,483 
= 1,32. 


Beispiel 47 

Der Angenblicksstrom im Antennenkreis eines amplituden¬ 
modulierten Senders ist,: 

i = 111 cos <Uht 4- In cos roi,t cos <o n t 

Welche bekannte Beziehung erhält man durch Anwenden der 
Gl. (120) ? 

Den zweiten Summanden von i kann man nach (11. (120) um¬ 
formen, und man erhält : 

1 1 

COS OJht COS lM„t = COS (<>),, -f (U„) t COS ((/)], - t’>„) t 


Setzt man diesen Wert in die obige Beziehung ein. dann ist: 
1 = III COB (U|,t -(- " COS (<U|, -|- 0»„) t ■ [ " COS ( fü|i «>„)t 


In Amplitude der Triigerschwingung; 

[„ — Amplitude der Modulationsschwingung; 

toii = Trägerfrequenz; 

ran = Modulationsfrequonz. 


Als Ergebnis erhält, man die Triigerschwingung D, cos rai.t. das 
obere Seitenband (I„/2) cos (m h 4 o>„) t. und das untere Sei¬ 
tenband (Ii,/2) cos (coi, tu,,) t. 
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6 


Tabellen und Diagramme 


Tabelle 6 fJebidisclicr Logarithmus der Zahlen von l bis WO 


Nume¬ 

rus 

Logarith¬ 

mus 

0 

— 

1 

(L0000 

2 

0.30103 

3 

11.47712 

4 

0.(50206 

5 

0.69897 

0 

0.77815 

7 

0.84510 

8 

0.90309 

9 

0.95424 

10 

1.00000 

11 

1.04139 

12 

1.07918 

13 

1.11394 

14 

1.14613 

15 

1.17009 

10 

1.20412 

17 

1.23045 

IS 

1.25527 

19 

1.27875 

20 

1.30103 

21 

1.32222 

oo 

1.34242 

23 

1.38021 

24 

1.38021 

25 

1.39794 

2« 

1.41497 

27 

1.43130 


Nurae 

rns 

Logarith¬ 

mus 

28 

1.44716 

29 

1.40240 

30 

1.47712 

31 

1.49130 

32 

1.50515 

33 

1.51851 

34 

1.53148 

35 

1.54407 

36 

1.55030 

37 

1.56820 

38 

1.57978 

39 

1.59100 

40 

1.60206 

41 

1.61278 

42 

1.62325 

43 

1.63347 

44 

1.04345 

45 

1.65321 

46 

1.06276 

47 

1.67210 

48 

1.08124 

49 

1.69020 

50 

1.69897 

51 

1.70757 

52 

1.71600 

53 

1.72428 

54 

1.73239 

55 

1.74036 


Nume¬ 

rus 

Logarith¬ 

mus 

56 

1.74819 

57 

1.75587 

58 

1.76343 

59 

1.77085 

60 

1.77815 

61 

1.78533 

62 

1.79239 

63 

1.79934 

64 

1.80018 

65 

1.81291 

66 

1.81954 

67 

1.82007 

68 

1.83251 

69 

1.83885 

70 

1.84510 

71 

1.85126 

72 

1.85733 

73 

1.80332 

74 

1.86923 

75 

1.87500 

76 

1.88081 

77 

1 .88649 

78 

1.89209 

79 

1.89703 

80 

1.90309 

81 

1.90849 

82 

1.91381 

83 

1.91908 
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Nume¬ 

rus 

Logarith¬ 

mus 

Nume¬ 

rus 

Logarith¬ 

mus 

Nume¬ 

rus 

Logarith¬ 

mus 

84 

1.92428 

90 

1.95424 

96 

1.98227 

85 

1.92942 

91 

1.95904 

97 

1.98677 

86 

1.93450 

92 

1.96379 

98 

1.99123 

87 

1.93952 

93 

1.96848 

09 

1.99564 

88 

1.94448 

94 

1.97313 

100 

2.01X100 

89 

1.94939 

95 

1.97772 




Tabelle 6 Funktionswerte der Winkelfunktionen 


7>° 

sin rp 

COS rp 

tan ( p 

cot rp 

arc rp 

0 

0,0 

1,0 

0,0 

_ 

0.0 

5 

0.087 

0,996 

0.087 

11.43 

0.087 

10 

0.174 

0,985 

0,176 

5,67 

0.174 

15 

0.259 

0,966 

0,268 

3,732 

0,262 

20 

0,342 

0,940 

0,364 

2.747 

0.349 

25 

0.423 

0,906 

0,466 

2,145 

0,436 

30 

0,50 

0.866 

0.577 

1.732 

0,524 - .-t/6 

35 

0,574 

0,819 

0,70 

1,428 

0,611 

40 

0,643 

0,766 

0,839 

1,192 

0,698 

45 

0,707 

0.707 

1.0 

1.0 

0,786 = .t/4 

50 

0,706 

0,043 

1,192 

0.839 

0,873 

55 

0,819 

0.574 

1,428 

0,70 

0.96 

60 

0.866 

0,50 

1,732 

0,577 

1,047 = n/3 

65 

0,906 

0,423 

2.145 

0,400 

1.137 

70 

0,940 

0,342 

2.747 

0,364 

1.222 

75 

0.966 

0.259 

3.732 

0,268 

1,309 

80 

0,985 

0,174 

5,67 

0,170 

1,396 

85 

0.996 

0,087 

11,43 

0.087 

1,484 

90 

1,0 

0,0 

— 

0,0 

1,571 = ,t/2 
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